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1 Analisis funcional

1.1 Outline

1. Espacios normados y de Banach.
Un espacio normado es bla. Un espacio de Banach es un normado completo.

Una funcién lineal es continua sii es acotada. El conjunto de lineales continuas entre dos
espacios normados se llama B(X,Y). Es un espacio de Banach.

Si Y es subespacio de X normado, X/Y es normado por ||z + Y| = d(z,Y); mx/y es continua
lineal, abierta y ||rx,y|| = 1. Si X Banach, Y cerrado, X/Y es Banach. Si T € B(X,Z) y
T|y =0entonces T =T onxy y |T| =T

2. Dimension finita.

Si@: X — I es lineal, es continua sii ker ¢ es cerrado.

Supongamos que ker ¢ es cerrado; ¢ = 0 o hay v con p(v) = 1. Hay ccon |[v+ul]| =2 ¢ >0
para todo u € kerp. Si z € X, hay u € kerp con x = p(z)v + u; entonces ||z|| = c|e(x)| y
o()] = 2], listo.



Todo espacio normado de dimension finita es de Banach, todas las normas son equivalentes, las
bolas cerradas son compactas y todos los operadores que salen de ahi son continuos.

Sea uq,...,u, una base; por induccién en n. Sea f : F" — X dada por f(ai,...,a,) =
n . . . n L:

> i aiu;; veamos que es un isomorfismo (obvio) homeomorfo si ™ tiene la norma || ||«. Que

es continua es obvio. Que la inversa es continua es que las proyecciones ¢ : X — F dadas

por ¢,(30, a;u;) = aj son continuas. Ahora ker oy = (uy,..., Uk, ..., u,), que es Banach

por induccién asi que cerrado, listo.

Si X es normado, V, W subespacios, V' cerrado, W de dim finita, entonces V + W es cerrado.

Basta verlo para W = (v), v € V.. Defino ¢ : V4+W — F por ¢(u+av) = a; como ker p =V
cerrado es continua. Hay que ver que V + W es completo: si w, + a,v de Cauchy, a, de
Cauchy por continuidad de ¢, luego converge y listo.

Lema de Riesz. En un espacio normado las bolas cerradas son compactas sii es de dimensién
finita.

3. Consecuencias de Baire sobre Banach.

Baire sobre métrico completo.

Todo Banach tiene dimensién no numerable.

Acotacién uniforme.

Aplicacion abierta. Biyectiva continua tiene inversa continua. Teorema de grafico cerrado.

4. Espacio dual y Hahn-Banach.

Hahn-Banach 1: si X un R-evy m: X — R tal que m(az) = am(z) sia € Ryg y m(z +y) <
m(z) + m(y), entonces si Y es subespacio, ¢ : Y — R es lineal y p(z) < m(x), entonces hay
una extensién ¢ : X — R que también cumple ¢(z) < m(z).

Por Zorn basta ver que se puede agregar un vector li a Y. Queremos poner ¢(u) = k para
que ¢(z + au) = p(z) + ak < m(z + au), o sea —m(x —u) + ¢(x) < k < m(y + u) — ¢(y)
para todos z,y € Y. Ahora m(y + u) — ¢(y) + m(x —u) — p(z) 2 0, listo.

Hahn-Banach 2: si X es normado, Y subespacio, ¢ € B(Y,F), hay ¢ € B(X,F) con ¢|y = ¢
y llell = llell
Para F = R uso lo anterior con m(z) = ||¢||||z|. Para F = C uso el resultado para R sobre
Re ¢, obtengo ¢ y pongo ¢(z) = ¥(x) — i (iz).
Dual X*. Siz € X, hay ¢ € X* con ||l¢|| = 1y |[¢(z)|| = ||z||. SiS subespacio cerrado, = & S,
hay ¢ € X* con |lp|| =1, pls =0y ||¢(x)] = d(x,S). Si X* es separable, X es separable.
Tenemos ¢t = ¢y = (1, ((P)* = (" si 1 < p < o0.

Defino S* = {o € X* | pls = 0} § = {z € X | (¥f € SY)f(x) = 0}, S* = (X/S)* y
S* 2 X+ /St

Dada T' € B(X,Y) defino T*(Y*, X*) por T*(f) = f o T; vale | T*|| = |T|| y rg T+ = ker T*.

Doble dual X**. La aplicacién x +— ev, es una isometria. Si es sobreyectiva X se dice reflexivo.
Subespacio cerrado y cociente de reflexivo es reflexivo.

Si X es normado y S subespacio de dim o codim finita (y cerrado) es complementado.

5. Topologias débiles.



Un EVT es bla. Una seminorma es bla. Un EVTLC es bla. ECTLC sii generado por familia
de seminormas. Hausdorff sii las seminormas separan puntos.

Si X,Y son EVTLCH, f € B(X,Y) sii para cada || || de X hay finitas || ||; de Y con ||f(x)|| =
M7 ||x]i- Silas seminormas son |fi(x)| con f; : X — F lineal, ¢ € I, entonces X* = (f;)es.

Un EVTLC es metrizable sii esta generado por numerables seminormas que separan puntos.

Un espacio de Frechet es un EVTLC metrizable completo. Vale acotaciéon uniforme, aplicacién
abierta y grafico cerrado en Frechet.

Dado X EVT se define la topologia débil como la generada por las seminormas ||z|f = |f(z)]
para cada f € X*; se escribe x4 — 2, y es f(z4) — f(x). Dado X* se define la topologia débil*
como la generada por las seminormas || f||. = |f(2)| para cada z € X; se escribe fo, 5 f, v es
f(za) = f(x).

Hahn-Banach geométrico: Si U,V son convexos disjuntos en un EVT X, con U abierto, hay
p€X*yteRcon Rep(r) <t < Rep(y) para todo x € U,y € V.

Hahn-Banach geométrico 2: Si X es EVTLCH, K convexo compacto, V' convexo cerrado,
KNV =g, entonces hay p € X* yt € R con Re f(K) <t <Re f(V).

Si X es EVILCHy z € X, x #0, hay f € X* con f(x) # 0. En particular X* separa puntos.
Si K es cerrado convexo, es cerrado débil. En particular subespacio cerrado débil sii cerrado.

Hahn-Banach geométrico 3: Si X es EVT tal que X* separa puntos, K y V' convexos compactos
y KNV =@, entonces hay p € X* y ¢t € R con Re f(K) <t < Re f(V).

=W

Si X es EVTH y S C X* un subespacio, (St)t = S " la w*-clausura. En particular, los
subespacios w*-cerrados son los E+, con E C X subespacio. Un subespacio S C X* separa
puntos sii es w*-denso.

Si X es normado, ¢ : X — X** la inclusién «(x) = ev,, entonces ¢(Bx(0,1)) es w*-denso en
Bx+(0,1).

Si X normado de dim infinita entonces {||z][ = 1} = {||z|| < 1}, donde ** es la w-clausura, y
{||z]| £ 1} tiene w-interior vacio.

Si X normado entonces X es separable sii {f € X* | ||f]| £ 1} es w*-metrizable.

Si X es normado y ¥, — x entonces {z,} es acotado y |lz| £ liminf||z,||. (Lo mismo vale en
n—oo

X* con w*.)

Si X,Y Banach, f: X =Y, ¢g:Y* — X* lineales y g(¢) = ¢ o f para todo ¢ € Y* entonces
f v g son continuas.

Si X,Y Banach con f : X — Y lineal, entonces f es continua sii f : (X,w) — (Y,w) es
continua.

Si X,Y Banach con ¢g : Y* — X* lineal, entonces g : (Y*,w*) — (X*, w*) es continua sii
g=f* con f: X — Y continua.
6. Uniformemente convexos.

Un Banach X se dice uniformemente convexo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal quesi x,y € X,
2l Iyl = 1y I5(z +y)]| > 1~ entonces [z —y|| <e.

Si X es unif convexo entonces x,, —  sii z, =z y ||z, || = |||

Si X es unif convexo y S es cerrado y convexo, tiene un elemento de norma minima unico.



Si X es unif convexo es reflexivo.

7. El dual de L? y de Cy(X).
Si X es o-finito, L'(X)* = L*.

Sil<p< oo, X eso-finito, entonces LP(X) es reflexivo y LP(X)* = L9(X), con %—i—é =1. Si
p = 2, LP(X) es uniformemente convexo.

Localmente compactos. Urysohn.

Teorema de Riesz.

8. Banach-Alaoglu, Krein-Milman, Markov-Kakutani.
Banach-Alaoglu, Krein-Milman.

Los extremales de la bola de M(X) (X LCH) son ¢d,, |¢| = 1. Los extremales de las medidas
de probabilidad son 9.

Banach-Stone: si X,Y son LCH y hay una isometria C'(X) — C(Y) entonces X e Y son
homeomorfos.

Lyapunov.
Markov-Kakutani. Hahn-Banach invariante.
Hay medidas invariantes y hay medidas ergddicas.

Los grupos abelianos son amenables.

9. Espacios de Hilbert.
Producto interno. Cauchy-Schwarz. Espacios de Hilbert.

Polarizacion. Pitagoras. Paralelogramos. Hilbert son unif convexos. Proyeccién de z en S.
Complemento ortogonal.

Conjunto y base ortonormal. Bessel, Parseval y Gram-Schmidt.

Riesz.

10. Operadores 1.
Operadores como formas sesquilineales. Polarizacién en C. (Tz,z) = 0 implica T" = 0.
Adjunto.

Operadores normales. Normal sii ||Tz|| = ||7*z|| para todo x. Si T" es normal, ker T" = ker T*,
17 = 117"

Operadores autoadjuntos, sii (T'z,z) € R. Positivos sii autoadjunto y (T'z,z) = 0. Proyeccién
ortogonal sii T = T* y T? = T. Isometria (TT* = 1), unitario (T* = T~!), isometria parcial
(T'|w isometria y T'|yo = 0, sii T*T proyeccién).

11. Teoria espectral.

Un algebra de Banach es bla. GL es abierto.

Espectro, radio espectral. El espectro es compacto no vacio y el radio espectral es lim HA”Hl/ "
Si algebra de Banach unital es de division, es C.

Caracteres en algebra de Banach conmutativa.

C*-4lgebras.



Normales, autoadjuntos y unitarios en C*-dlgebras. El espectro de un autoadjunto es real.

La transformada de Gelfand es un *-isomorfismo isométrico U — C(U).

Célculo funcional: si 7" es normal hay un *-isomorfismo isométrico C(o(T")) — C*(T') con 1 — 1
yid— T.

11. Operadores 2.

T=T"siio(T)CR. T20siio(T)CRsg. T* =T 'siio(T)C{|z| =1} T=T*T>=T
sii o(T) © {0,1}.

T 2 0 tiene raiz cuadrada. Es inversible sii T' 2 ¢, ¢ > 0.
Descomposicion polar.

Si T es normal entonces sup [(Tz,z)| = ||T|.
=<1

12. Operadores compactos y Fredholm.
Compacto, teorema espectral.

Algebra de Calkin, operadores de Fredholm, indice.
Alternativa de Fredholm.

Hilbert-Schmidt y traza.



1.2 Espacios de Banach
Ejercicio 1. a) Sil < p < oo, sy = {(xs)n : ¥, = 0 salvo para finitos n}, entonces sy es un
subespacio de /P no cerrado. Si p < oo es denso.

Subespacio: 0 € sy, si u,v € sy entonces u +v € sy; si u € sy y ¢ € k entonces cu € sy.
No cerrado.  Claro porque (1,0,...),(1,1/2,0,...),(1,1/2,1/2%0,...),... converge a
(1/2")n & s
Denso si p < oco. Claro porque tomando principios convergemos.
b) Si E es espacio normado y S C E subespacio entonces S es subespacio.

¢) Mostrar que ¢? C (. Calcular /7 en (.

| Lo primero es obvio. Lo segundo también porque P = P porque completo implica cerrado.

Demostracién de que (?(E) es Banach (1 < p < o) si £ es Banach.

Tenemos (u,), sucesiéon de Cauchy, o sea ||u, — un|| < € si n,m grandes. En particular
(tUpm)n son de Cauchy para cualquier m. Asi que como E es Banach hay v € EY con
Upm —n Um para cada m. Hay que mostrar que v € 7 y que u,, — u.

Lo primero es que > ||un|? < oo. Tenemos > |uy|P = > lm|umlf =
n

Hminf )" ||t ||P = im inf ||u, ||” < co porque (||u,]|), es acotado.
n n

Falta ver que ||u—uy| — 0. Tenemos |lu—uy|| = (3, |[tm—unm|?)? = (3, 11}\1}1 | wnrm—
unm|[P) = (M inf 37 (funrm —tinm||P) /7 = 1m nf(3, wasm —unm|[P)M7 = lim iof u —
uynl|| £ € si N, M grandes. Entonces ||[u — uy]|| < € si N es grande, como queriamos.

Otra manera. Falta ver que ||[u — uy|| — 0. Ahora dado € vale que si N, M son grandes
Junr — un|| £ €, ast que S2F_ Junmm — unnl? < |Juy — up||? < € para todo k. Llevando M

s k .
al limite obtenemos » " _, |u, — un, [P < € para todo k. Llevando k al limite obtenemos
> Jun —unyp P S € o sea ||u — un|| £ €, como queriamos.

d) Si E es Banach y S subespacio cerrado entonces S es Banach.

Ejercicio 2. Sea V un k-e.v. y B C V tal que:
(a) 0 € B

Q

(c) Six € By |\ =1 entonces Az € B.

(d) Siz eV hay A >0con 5 € B.

(e) Si x, = A,z € B paratodon con 0 <\, =<1y \, — 1 entonces z € B.

Si definimos [|z]| = inf{\ € R,A > 0 :
]l = 1}

B es convexo.

€ B} entonces V resulta normadoy B = {z € V|

>|8

Hay que probar primero que || || es una norma. Esto es que: estd bien definida, que ||0]| = 0,
que [|lz]| = 0 implica = = 0, que |lcz[| = [e[[[z]| y que [ju+v[| = [Jul| + [Jo].
Que estd bien definida es (d). Que ||0]] = 0 es (a). [No se puede mostrar que [|z|| = 0 implica

r = 0] Que |cz| = |c|[|z] serfa: si A > 0 cumple que § € B entonces e = e € B




y también, multiplicando por |—z| (por (¢)), 17575 € B, asique e T"Ae{AeRA>0| %€ B}
yAe|c{fr € R,A> 0| § € B}; la otra inclusion es igual, asi que los conjuntos donde se
toman los infimos son iguales, los infimos son iguales y ||cx|| = |c|||z]|, como queriamos.

Falta [lu + v[| < [jull + [[v]|. Si - € By = € B hay que mostrar que y*5- € B. Por (b)

N N A1tA2
11U 2 v . _utv i
tenemos que 355~ + 1505, T naag © B, listo.

Resta ver que B = {x € V | ||z|]| £ 1}. Lainclusién B C {x € V | ||z|| £ 1} es obvia. Ahora
l|z|| £ 1 quiere decir que /1 € B o que hay A\, — 1 por encima con \,x € B para todo n,
pero por (e) con \! tenemos que x también estd en B. Listo.

Ejercicio 3. Si E es normado son equivalentes:
(a) E es Banach,

(b) {x € E: ||z|| £ 1} es completo, y

(¢) {z € E:||z|| = 1} es completo.

(a) < (b) es obvio porque Cauchy implica acotada.

Si (uy,) no tiende a cero yo digo que hay M > 0 con ||u,|| =2 M para n grande. En efecto, si
no hay quiere decir que para todo M > 0 hay n arbitrariamente grande con ||u,| < M, pero
por Cauchy implica u,, — 0. Entonces ||u,| > 0 para n grande.

Un . Tenemos
[lun]]

Ponemos a,, =

e | sl = wmllualll] ([ (e — ) [un || — wm (]| = Jluml D]
lan—aml|l = = = =
unll ]| [[wn ||| [[wn |||t
— + 2
D = il ol = nll _ 2
(e[ ||| || nH

asi que » también es de Cauchy. Entonces si vale converge a a.
Y-

Ahora (HunH)n es de Cauchy, luego hay w con ||u,|| — u. Yo digo que u,, — ua. Esto es
|ln — ual| < €. Ahora |ju, — ual| = HHunH”unH ual = ||(|[ual| — U)HZ_Z” u(a — HunII)H <
|wn|| — u| + ulla — T ||, listo. Entonces u,, = ua y (¢) = (a), como querfamos.

Ejercicio 4. Si E es de dimensién finita todas las normas son equivalentes y lo hacen Banach.

Sea uy,...,u, una base. Veamos que f : k” — E dado por f(\;) = Y. A\ju; es un homeo-
morfismo para k™ con la norma maximo. Hay que probar que es biyectiva, continua y con
inversa continua.

Biyectiva es obvio. Continua si porque suma y multiplicacion son. Falta que la inversa
fHx) = (mi(x), ..., (7)) sea continua. Basta ver que cada proyeccién es continua.

Por induccién en n tenemos que {z € E : \; = 0} (de dimensién n — 1) es completo y por lo
tanto cerrado.

Digo lo siguiente: para todo h con m1(h) = 0 vale que ||u; — h|| 2 M > 0 para algin M. Si
no, hay (h,), con 71(h,) = 0y ||[uy — h,|| = 0, 0 sea h,, — uy, pero, como 7 *(0) es cerrado,
tiene que ser 7 (up) = 0, absurdo.

Ahora x € FE es ¢ = au; + h con m(h) = 0. Entonces |m(x)| = |mi(aus + h)| = |a] =

| |H25112” la |% < a |Ha1;11\42hH = %Haul + h|| = ﬁ”x” y i es continua como
llaua+h|| lalll h)/all lal
querfamos.



Con esto probamos que las normas son equivalentes en el sentido topoldgico. Entonces id :
E — E (primero con una y después con la otra norma) es lineal y continua, asi que hay M
con ||z|l; £ M|z||y. Para ver que E es Banach basta ver que k" es Banach, pero es obvio
usando que k es completo.

Si f: E — F es lineal, es continua sii hay M con || f(z)| £ M|z|.

Continua en cero quiere decir que si ||z|| < § entonces || f(z)|| < €, asi que

lef 2 2, 2
17z Hf( 5 2] )H ‘f<2|| ||)H =gl

La reciproca es obvia.

Ejercicio 5. Si E es de dimensién finita {x € E : ||z|| < 1} es compacto. (Obvio)

Ejercicio 6. Si ' C F es de dimension finita entonces si x+ € EF ~ F hay y € F con
| = yll = d(z, F).

Sea y con ||z —y|| = d+ 1. Tenemos ||y|| < ||z|| + ||z — y|| £ ||=|| +d+ 1. Ahora {y € F :
llyll = |l=]| +d + 1} es compacto en F, luego ||z — y||, por ser continua, tiene minimo, como
queriamos.

Ejercicio 7. (Lema de Riesz) Si F' C E es subespacio cerrado propio y € > 0 entonces existe
re€FEcon|z|=1ydxz,F)=1—e

Sea x € EXF. Tenemos d = d(z, F') > 0 porque F es cerrado. Hay y € F con ||z —y| < L.
Ponemos z = ﬁ Hay que ver que d(z,F) = 1 —e. Basta ver que d(x — y, F) 2

(1 —¢)||z — y||. Ahora d(z —y, F) =d(z, F) = d, listo.

Ejercicio 8. Si dim E = oo entonces {x € E : ||z|| = 1} no es compacto.

Seau; € F con ||uy|| =1y Fy = (u;). Para cada n construimos u,; como lo que da el Lema
de Riesz con € = 1/2 y F,, o sea up11 € E N Fy, |[uns1] =1y d(upy1, F) 2 1/2; ponemos
Foi1 = F, ® (up41). Asi conseguimos una sucesion (uy), con ||u,|| =1y ||un, — un] = 1/2.

Si{x € E: ||z|| £ 1} fuera compacto, la sucesién tendria una subsecuencia convergente, pero
no es de Cauchy, absurdo.

Ejercicio 9. a) Si S C E es subespacio, S tiene interior no vacio sii S = E. (Obvio)

b) Si E es de Banach de dimensién infinita no puede tener una base numerable.

Teorema de Baire dice: en un espacio métrico completo la union numerable de cerrados con
interior vacio tiene interior vacio. Aplicacién directa con los generados de los principios de la
sucesion de los elementos de la base.

¢) Todo k-e.v. se lo puede normar.

Dada una base B podemos definir la norma méximo con respecto a esa base como || Y . a;u;|| =
max |a;|, donde u; € B.
1

d) Todo k-e.v. de dimensién infinita posee dos normas no equivalentes.



Sea Bj una base, || [|; su norma méximo y (u,), una sucesién de elementos de B. Definimos
otra base By cambiando los u, de B por iu, y llamamos [|||s a su norma maximo. Si
son equivalentes tenemos que [[z[s £ M|z|j;. Esto en los u, da n = n||2u,|s = [Ju,|s <

M]|un|ly = M por lo que n £ M para todo n, absurdo. -

Ejercicio 10. E de Banach tiene dimensién finita sii todo subespacio es cerrado.

Si E tiene dimensién infinita sea (uy,), una sucesién de elementos independientes y F' = (u,, :
n € N). Si todo fuera cerrado serfa completo y de dimensién numerable, lo cual es absurdo
por el ejercicio anterior. Luego no es cerrado, como queriamos.

Ejercicio 11. E es Banach sii para toda (z,), vale > |lz,|| < oo implica que existe ) x,.

Que en Banach esas series existen es obvio. Sisabemos que existen las series entonces sea (uy,)n
de Cauchy; basta ver que converge. Ahora tomamos una subsecuencia con ||t — U, || <
k _ _
1/2%. Ponemos xj, = Uy, ,, — Uy, y tenemos que uy = U1+, Tx. Ahora ), [|z;]| =2 < oo
asi que Y, xj existe y limuy = uy + >, x5 también.
N

Ejercicio 12. Si E, F' son normados, normamos E x F con ||(z,y)|| = ||z|| + |ly||. Tenemos a)
es una norma, b) si £y F' son Banach también es £ x F, y ¢) tanto z +— (x,0) como (z,y) — =
son lineales continuas. (Obvio)

Ejercicio 13. Sea E normado y S & E un subespacio cerrado. Normamos E/S con [|Z| =
[+ S| = d(z, 5).

a) La proyeccién 7 : E — FE/S (dada por 7(x) = T) es lineal, continua, ||7|| =1 y es abierta.

Pruebo que ||7(z)| =< [|z||, o sea que d(x,S) =< d(z,0). Obvio porque 0 € S. Ahora por
el lema de Riesz ||| = 1. Falta que es abierta. Esto es que si Y C E es abierto entonces
m(U) también. Esto es que si B(xz,€) C U entonces hay § > 0 con B(w(x),d) C w(B(z,¢€)).
O sea que para todo x y para todo € > 0 hay 6 > 0 tal que ||7(z) — w(y)|| < ¢ implica que
hay yo con 7(yo) = 7(y) y ||l — vol| < €. Ahora d(x —y,S) < 60 implica que hay h € S con
|z —y —h|| <20, asi que estd conyp =y +hyd =35

b) Si E es Banach entonces £/S también.

Sea (m(zy)), C E/S de Cauchy. Tomando subsecuencia podemos asumir que ||7(z,) —
m(Tny1)|| < 1/2". Ponemos u; = 1 y u, con m(u,) = m(z,) pero |u, 1 — u,|| < 1/2"72.
Ahora (uy,,), es de Cauchy asi que tiene limite u. Aplicamos 7 y obtenemos m(u,) — m(u),
que es 7(x,) — m(u), como queriamos.

Ejercicio 14. En ¢ /¢y la norma de x es limsup |z,,]|.

La norma es d(x,cp) o sea inf sup|x, — y,|. Ahora sea y € ¢g. Dado € para n grande
yGCO n

vale |z,| = |2n — yn| + |yn| £ |20 — yn| + €, asi que tomando limite superior a ambos
lados obtenemos lfm sup |z,| = < lim sup | — yn| + € = Sup |z, — yn| + €. Llevando € a cero

obtenemos lim sup ]mn| < sup |z, — yn|. Tomando fnfimo en Y € ¢o obtenemos lim sup |z,| <
n
inf sup |z, — n| Ahora para cada k sea (y,) la sucesién que tiene los primeros k términos

YeCO) p
iguales a x,, y el resto cero. Tenemos inf sup |z, — y,| < sup |z, — yn| = sup |z,|. Tomando

yeco p n n>k
limite en k obtenemos inf sup |z, — y,| < lim Sup |z,|. Entonces en la igualdad buscada, que
YyeCo p
es inf sup |z, — y,| = lim sup |x,|, valen las dos desigualdades. Listo.

YECO p




Ejercicio 15. Si E es normado y V, W son subespacios con V' cerrado y W de dimensién finita
entonces V 4+ W también es cerrado.

Por induccién basta ver que V 4 (v) es cerrado con v € V. Ahora ||v + h|| =2 M > 0 para
cualquier h € V| porque si no hay h, con ||v+ h,|| = 0, —h, — vy v € V, absurdo (por
clausura de V). Ahora sea (a,v + hy), — u. Hay que probar que u € V + W. Tenemos
l(an — am)v+ (hp — b)) || = |an — aml||v + Z: Z: | 2 |an — am|M asi que (ay), es de Cauchy.

Entonces hay a € k con a,, — a. Tenemos ||, — (u — av)|| = |[(a,v + hy) — ul| + [|av — a,v||
asi que h, — u — av. Ahora V es cerrado, luegou —av=h eV yu=av+heV +W.

Ejercicio 16. Si K es normado y compacto entonces C(K,C") con la norma infinito es de
Banach. Si K C C™, es separable.

Hay que probar que limite f de uniformemente continuas (f,), es uniformemente continua.
Sea € > 0. Quiero 0 > 0 tal que ||f(x) — f(y)|| < esi ||z —y|| <. Ahora ||f(x) — f(y)|| =

1 (@) = fa@)]] + 1 fn(z) = fu@)I] + 1fu(y) = FWII = 20F = full + [ fa(z) = fuw)]|. Tomo

n grande para que ||f — f,| < 2e. Pido 6 para que ||f,(z) — f,(y)|| < 3e. Listo. Que es
separable sale por Stone-Weierstrass.

Ejercicio 17. Probar que los siguientes espacios son Banach con sus respectivas normas, donde
Q) es un abierto acotado de RY.

a) C7(Q) con [[fll = 1l + X M failloo + -+ + X M fore -

Si (fn)n es de Cauchy tenemos que, para cada «, (%), son de Cauchy en L>°. Entonces para
cada a hay g(a) con f — g(a) uniformemente. Si ponemos f = g(0) tenemos fy — f*
uniformemente para todo o. Entonces f,, — f en C"(2), como queriamos.

Si f: E — F es continua y derivable en el segmento [a,b] entonces f(a) — f(b) =
f'(e)b—a) conc=a+t(b—a), t € (0,1). Ademas ||f(b) — f(a)|]| < ||b—all sup ||f'(a+
0<ts1

t(b—a))ll-

La funcién g(t) = f(a+t(b—a)) tiene derivada ¢'(t)(z) = f'(a+t(b—a))(z(b—a)). Entonces
g(1) — g(0) = ¢'(§)(1) da f(b) — f(a) = f'(a+ &b —a))(b— a). Ahora tomando norma
obtenemos || f(b ) —f@ = I (a+(b—=a))[lb—all = [|b—al Sup 1f(a+&(b—a))ll
Si f! — g uniformemente en A C F (de Banach) abierto conexo y hay z, € A tal
que (fn(xo)) converge entonces hay f con f, — f uniformemente y ' = g.

Si (fu(zo))n converge y x € B(xg,r) C A entonces ||(fn(x) — fin(z)) — (fu(z0) — frn(z0))|| =
|z = zoll sup [If(2) = fr(2) = rllfy — full, ademds || fu(z) — fl(2)]| = [[(fa(z) —

2€B(zo,r)

Fnl@)) = (Farn) — Fn@o)) ]|+ () — Fnlzo)| ¥ resultas e (fu(x)) también converge
(porque E es de Banach). Probamos entonces que (f,(z)), converge en todo A.
Sea f dada por f(z) = lm f,(z). Tenemos ||f(z) = fu(2)|| = [If(x) = fum(2)|| + | fin(2) =

fn(2)|| £ € si n grande independientemente de = asi que f,, — f.

Resta probar que f’ = g o sea que ||f(z +t) — f(z) — g(x)(®)| < €||t] si||t]] < 6. Ahora
1 (z+1) = f(2) = g(a) O] = [(f (@ +8) = f(2) = (falz+) = fa() |+ [ flz+1) = fulz) -

F@) @+ 1f(2) (@) = g(x)(@)]|. Tenemos [|(frm(z +1) = fi(z)) = (fulz +1) = ful2))]| =
Itll|f7, — fL]l por valor medio. Llevando m al limite obtenemos ||(f(x + t) — f(z)) —
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(ol + 1) = fu(@)] = [[Ellg — fll- Ahora || £, (x )() glx )( )l

If (@+t)=F(2) =g(@) ()| = 20l fo=gll +]| Falw+8) = Fn (@)= o () (¢
grande para que || f;, —g|| < £y luego [||| chico para que || f,,(v+1)—
obtenemos lo que queriamos.

< ||f/ - 9||||t|| Entonces
). Ast que si tomamos n
fn

(@)= fL (@) O = 5l

b) Lip(Q) con [|f[| = || flloo + sup lito-iol,

llz—yll

Primero hay que ver que es una norma. Es bastante claro porque sup(a+0b) < sup(a)+sup(b).

Ahora hay que ver que es completo. Sea (f,), de Cauchy. Por el término [| f||o sabemos que
convergen uniformemente a f. Hay que ver que es Lipschitz y después que f,, — f en Lip(€2).

Primero vemos que hay un M universal tal que || f,(x) — fu(y)|| £ M|z — y||. Ese M basta
que cumpla || f,|| £ M para todo n. Ahora Cauchy implica acotada.

Tenemos |[f(x) — f(W)ll = [1f(x) — fa@)l| + [falx) = a4+ [ fn(y) = FW)I| = M|z —
yll + 11f () = fulx)l + £ (y) = fa(y)|l. Tomando limite tenemos || f(z) — f(y)|| = M|z —y].
Entonces f € Lip(12).

Falta ver que f,, — f, osea que ||f, — f|| = 0. Que [|f — fu|leo = 0 lo sabemos. Llamemos

[ f]lz a sup W Basta ver que ||f, — f||z — 0. Esto es que para todo € existe ng tal

T,y€

que sin 2 ng, ||(f(z) — fu(z)) = (f(¥) — fn(¥))]| = €||lx — y|| para todo z,y. El ng es tal que
[fn = fmll < § para n,m = ng. Entonces tengo ||(f(x) — fu(x)) — (f(y) = fu)Il = [If(x) —
S @+ S W) = @) 1+ Frn (2) = fo(2)) = (f (@) = Fa )| < 201f = fnlloo+ 52 —]|. Ahora

con m grande tengo || f— full < fllz—yll asi que [|(f(z) — fu(2)) = (f(y) = fa(W))I] < ellz—yl],
como queriamos.

c) C*(Q),0<a<1con |fll=Iflle+ sup % . Qué pasa si a > 17

| Creo que exactamente lo mismo.

d) BV ([0,1]) N C([0, 1) con [|f]| = [[f[lc + sup >ico If (@) = flai)ll-

O=ap<a1<-<an=1
Primero hay que ver que es norma. De nuevo obvio porque sup(ca,) = c¢sup(a;) y sup(a+b) =
sup(a) + sup(b).

Ahora hay que ver que si (f,), son de Cauchy convergen a una funcién continua y de variacién
acotada. Hay f con f, — f continua. Falta ver que es de variacién acotada y que || f — fu|| —
0.

Como (fu)n es de Cauchy es acotada. Entonces sea M con |[|f,] = M Tenemos

2 io IIf(am) Flaa)ll = Yoy 1 (@in) = flai) = (falain) = fala) || + 20 | falain) —
fn(az)|| < S f(ain) — f(az) (ful@iy1) — fu(a;))|| + M. Llevando al hmlte obtenemos

SIS (az+1) f(a;)|| £ M. Tomando supremo obtenemos que f es de variacién acotada.

Resta ver que || f — fullsy — 0. Ahora ) ., IS (az+1) fa(ais1)) = (fa;) = fala))|| =
S I(faisa) = fnlain)) = (f(ai) — fm(aZ))H + 300 1(falai + 1) = (i) = (fu(ai) —

fm(az)) ||. Sitomamos n, m = ng grande el segundo termmo se hace chico independientemente
de los a;; si tomamos ademas m grande el primero también se vuelve chico. Entonces con
pedir n = ng obtenemos S0 ||(f(aiy1) — fa(ais1)) — (f(ai) — fu(a:))|| £ € para todos a; y
Ilf — fullBv S €, como querfamos.
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e) Espacios de Sobolev. Sea € un abierto acotado de R™. Decimos que f en LP(Q2) tiene
derivadas débiles si para todo 7 existe g; € LP con

/f%+/giso=0
Q Q

para toda ¢ € C2° (con soporte compacto). Luego WP(2), el conjunto de las funciones en L?
con derivadas débiles, con || f|| = || f|lzr + > i, lgillz, es un espacio de Banach.

Creo que lo tnico no trivial es ver que la norma esta bien definida, viz. que las derivadas
débiles son tinicas en LP. Si g; y g; son dos derivadas hay que ver que ||g; — gil|z, = O.
Supongamos que no. Entonces hay ¢ > 0 con g; — g; = € sobre un E con u(E) > 0. Con
aproximar 1z por funciones en C'*° estamos. Para esto basta con aproximar un 1g con F
intervalo generalizado con C'*°. Esto se puede con una convolucién segiin Wikipedia. Tendria
que estudiarlo, pero el resultado esta.

Ejercicio 18. Si f : E — F es lineal es equivalente que sea continua, continua en 0 y que haya

M con |[f(x)|| = Mllx].

Ejercicio 19. Vale que Vz(||f(z)|| = M||z||) es equivalente a Vz(||z]| < 1 = || f(z)]| = M).
Si||f(z)]] £ M||x|| Siempre entonces si ||z|| < 1, ||f(z)]] £ M||z|]| < M.

Ahora [|(1-1 ) mll =1- L < 1 entonces || f((1—1 )Hxll z)|| £ M. Ahora || f((1— )IImH z)|| =
(1 = 1)t f(@)ll = (1 — 1)-i]| f(z). Btonces tenemos (1 — 1) f(z)]| < M. Llevando
n al limite obtenemos ﬁ”f(x)” S My ||f(x)| £ M|z|, como querfamos.

Ejercicio 20. Si ¢ : E — k es lineal entonces es continua sii ker ¢ es cerrado.

Supongamos que H = kery es cerrado. Si H = E entonces ¢ = 0 y listo. Entonces sea
v € E~ H. Como H es cerrado, d(v,H) > 0. Entonces yo digo que hay M > 0 con
|lv 4+ h|| 2 M para todo h € H. Si no hay (hy,), con ||v+ h,|| = 0y —h, — v, absurdo
porque v € H.

Ahora si w € E ~\ H tenemos go(w(lv)v) =1y gp(@ w) = 1, por lo que (= PO v) = gp(mw),

ﬁv so(w)w =heHyw= ‘Z((:j))v — @(w)h. Resulta que todo x € E es de la forma av + h
conac€kyheH.

l[o+5h HU+ hll
Entonces [¢(z)] = [lp(av + h)|| = fap(v)| = IW(U)\HU+ thr = lap(v)] = 5 al|lv +
Ih|| = %Hav + h|| = %Hx” Resulta que |p(z)| = ‘S"M |z v ¢ es continua.

Ahora hay que probar el reciproco: si ¢ es continua entonces el nicleo H = ker ¢ es cerrado.
Ahora si h,, — h con h, € H aplicando ¢ (lo cual se puede porque es continua) obtenemos
©(hy) = @(h) osea 0 — p(h), y ¢(h) =0, por lo que h € H, como querfamos.

Ejercicio 21. Probar que las siguientes funciones son lineales, continuas y hallar su norma.
a) ¢ :c— Ccon p(x) = h’m:zcn.
Linealidad obvia. Norma serfa el M infimo tal que ]hm T £ M sup |z,]. Con x, =1
obtenemos 1 < M. Ahora |z,| < sup]:cn] llevado al limite da hm\xn\ < sup\xn| como

|11m Tn| = hm |z,,| obtenemos |11m a:n] < sup|z,| asi que M = 1. Conclusién: M=1.
n

b) ¢ : L2[~1,1] = C con (f) = [*, tf(t)dt
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Por Cauchy-Schwarz vale | f_ll tf(t)dt| < f_ll t2dt||fllz2 = || fllz2 y por supuesto con f(t) =
t hay igualdad asi que ||¢| = 1.

V) ¢ : Cl=1,1] = C con p(f) = [, tf(t)dt.

Tenemos |f_11 tf(t)dt] < 2sup |tf(t)| y resulta ||¢|| < 2. Ahora sean

Entonces |f_11tfn(t)dt| =2 2/n+f1/n tn*t =2 —2/n+ £ =2— 4 ysupltf(t)] = 1.

—1/n
Luego ||¢]| 2 S‘|’|(f+’]|)‘ =2 — 5-. Llevando n al limite obtenemos ||¢|| = 2 asf que ||¢|| = 2.

¢) ¢ : 4 — C con p(z) = x1 + 9.
| Obvio: [z1 + zo| = 2sup,, [z,| con igualdad con z, = 1 asf que [|p[| = 2.
) ¢ :0*> — C con p(x) = 1 + 9.

Tenemos |z; + 22| £ v/24/Y., 2 por CS y por supuesto con x; = x5 = 1 y el resto cero hay
igualdad asi que [|o|| = v/2.

d) ¢ : ' — Ccon p(z)=) o

nn

De [, %] < Zn‘xn—"' < > lznl = ||z|| sale que [|¢]| £ 1. Con z; = 1y el resto cero se ve
que || = 1 asf que [l¢| = 1.

d) ¢ :0?— Ccon p(z) = Zn

n n -’

Tenemos | >, 22| < (/> S|zl sale que [[o]| £ />, 5. Con z,, = L se ve que [¢|| 2

nm n n
\/ Z:nn_12 an que HSDH = \/ Zn #
e) p:co— Cconp(x)=73" =

n 2n n 2" =

Tenemos | Y | < 5 Lol < Y lzyn| < sup|z,| con igualdad si 21 = 1y el resto cero asi
n

que [j¢l| = 1.

Ejercicio 22. Si ¢ : E — C es lineal tal que para toda sucesién (x,), con z,, — 0 vale ¢(x,)
acotada entonces ¢ es continua.

Si ¢ no es continua hay, para cada n, z, con 12&l > Entonces ng(mxn)ﬂ =

m|\g@(xn)” = /n. Asi que 7, = mxn cumplen que ||Z,| = \/Lﬁ, y &, — 0, pero
llo(Z,)|| = +v/n, no acotado. Absurdo.

Ejercicio 23. Sea A € R™™ una matriz simétrica. Si pensamos que A es un operador
lineal A(x) = Ax en R" — R" con la norma euclidea entonces probar que [|A| = méx{|A| :
A es autovalor de A}.
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Si uq,...,u, es una base ortonormal de autovectores con autovalores Aq,...,\, entonces
[Az]] = [|AGS; aiwa) | = 1 22; asAwsl| = 1122 aidiwa|l = 325 alllasws|| < max x| 3, flaswl| =

max |A;| || D, aiws]| = max |A;]||z]| con igualdad x = uy con |Ag| = max |\
(2 7 (2

Ejercicio 24. Sea « una sucesién de nimeros complejos y 1 < p < oo. Definimos M, : /P — (P
por My((zn)n) = (apxy)n. Probar:

a) M, esta bien definida sii v € £>°. En ese caso || M| = ||@||oo-
Si a € £ tenemos ||Mo((zn)n)llp = |looll(n)nllp ¥ Ma esta bien definida. Si o & £°°,
podemos formar una secuencia n; < ng < --- de naturales tales que |y, | 2 N /2 Ahora
definimos z,, de manera que vale cero siempre salvo que z,, = ﬁ Se comprueba que
(Z)n estd en 7. Ahora Y7 an@n [P = YN i |0y @Tay [P 2 D noa Nam = Do & = 0.
Entonces M, ((x,),) no estd en (7 y M, no esté bien definida. Ahora que [|[M,]|| = |||/« es
trivial evaluando en e,,.

(b) M, es isomorfismo sii (Vn)a, # 0y (5-)n € €.

M, siempre es lineal. Si (Vn)a, # 0y (i)” € (> entonces M 1, eslainversa. Sino, primero
comprobamos facilmente que (Vn)a, # 0y luego hacemos lo mismo que en el punto anterior:
tomamos ny con ﬁ > NP y ponemos x,, que valga cero siempre salvo que x,,, = ﬁﬁ

Ahora M, (x) estd en (P, luego hay y €  con M,(y) = M,(z), luego mirando punto por
punto y = x asi que x € /P, absurdo.

Ejercicio 25. Sea ¢ : X — C medible, X o-finito, 1 < p < ooy M, : L? — L? dado por
M,(f) = ¢f. Probar que M, esté bien definida sii ¢ € L>. En ese caso ||[M.,|| = ||¢||w-

Como en el anterior. Hago sélo p = 1, los otros son iguales. Pongo E,, = {n < |¢| < n + 1}.
Si ¢ no estd en L™ entonces hay una subsecuencia ny con (VN Ju(Eny) > 0. Los puedo

tomar finitos porque X es o-finito. Defino f = ZN 1 M(Z”N) . Se ve que f € L'. Ahora
f lpf| = ZN 1fEn E,”'f‘NnN = ZN:I fEnN m = ZN:I % = oo. Entonces M, no
estd bien definida. Veamos que [[My|| = ||¢lls- Una desigualdad es trivial. Para la otra si

M = [lgllu=, plg] = M — ) > 0 entonces f = Ligjzar- hace L& = 0 — ey |M| 2 M.

14



1.3 Operadores acotados en espacios de Banach

Ejercicio 26. Si FE es Banach, a, en L(F) inversibles, a, — a, a € L(FE) no inversible,
entonces ||a, || — oo.
Si no |la,'|| = oo hay M con |a,'] £ M. Ahora sea n grande tal que [la — a,| < 4 <
m, por lo que |a;l|[la — a,|| < 1. Ahora a = a, +a — a, = a,(1 + a,'(a — a,)).
Tenemos |la;'(a — a,)|| £ |la;t|la — an| < 1 asi que 1+ a;*(a — a,) es inversible, luego
a = a,(1+a;*(a— a,)) también, absurdo.

Ejercicio 27. Si X Banach, Y normado, {f;}ic; € L(X,Y) tales que para todo x € X vale
que {|fi(z)|} es acotado, entonces hay M con ||f;|| £ M para todo i € I.

Sea Ey ={z € X | (VieI)fi(x) < N}. Son cerrados y X = (Jy_, En. Por Baire hay N tal
que Ey contiene una bola B(xg, ). Es decir, para todo z € B(xg,r) vale | f;(x)| £ N. Luego
|fi(@)] = | fi(x + o) — fi(wo)] £ 2N siz € B(0,7) y |f;(x)| £ ||z para todo x € X, listo.

Ejercicio 28. Si f € L(X,Y) con X,Y Banach entonces f es sobreyectiva sii f(X) es de
segunda categoria sii hay M con (Vy € Y)(3x € X)(f(z) =y y ||z|| £ M|lyl|), sii f es abierta.

Si f es sobre, f(X)=Y; como Y es Banach, es de segunda categoria.

Sean U = B1(0) C X yV = B1(0) C Y. Si f(X) es de segunda categoria, como f(X) =
U,—, f(nid), hay n con f(nld) es denso en una bola B,(c). Entonces si v € V y € > 0, hay
x € f(nU) con |[c +rv — f(x)] < e. Entonces si v € Vye > 0, hay x € f(2nld) con
|f(z) —rv]| < e AsfquesiveVye>0hayae f(2U) con || f(z) —v| < e Entonces si
y €Y ye>0,sobre 5t € Uy 5ir obtenemos xy € f(22U) con 1/ (@o) = giigp | < 5757 ast que
1 f(2llyllzo) — y|| < €. Poniendo x = 2[|y|lzg y M = 22 obtenemos que si y € Y y € > 0 hay
z € X con ||z|| £ M|ly|| y ||f(z) — y|]| < e Ahorasiy €Y ponemos e = 1|y y obtenemos
zy con ||z1]| £ M|yl v || f(x) =yl < 3lly|l. Ahora aplicamos el resultado sobre y' = f(z) —y
y € = 7llyll, obteniendo zy con [|z1]| = M|\ f(x) =yl < sM]yll y (1) + f(22) —yll < 7]yl
Seguimos y vamos obteniendo z,, con ||z, || £ =Myl y || f(@1) +- -+ f(zn) —yll < 5=yl
La serie > 7 | ||z,|| converge asi que >~ | x, también a z con ||z]| < 2M||y|| v f(z) =y.
Hay que ver que f es abierta. SiU C X es abierto, xg € U y yo = f(zo) hay que ver que
hay e > 0 tal que si ||y — yo|| < € hay * € U con f(x) = y. En cualquier caso hay x; € X
con [[z1]| = Mlly — yoll v f(z1) = y — yoi si & = 2o + 21 tenemos ||z — zol| = Mlly — yol| ¥
f(z) =y;sid>0es tal que Bs(zo) C U podemos tomar € = £ y obtenemos lo deseado.
Falta ver que si f es abierta entonces f es sobreyectiva. Pero si f(X) es abierto, contiene una
bola B.(0), ysiy €Y, SIS B,.(0) y hay = € X con f(z) = 3fyr¥s por lo que f(%x) =y
y y € f(X), con lo que f es sobreyectiva.

Ejercicio 29. Si X,Y Banach, f : X — Y lineal, f continua sii G = {(z, f(x)) | * € X} es
cerrado en X x Y.

La g : G — X dada por g(z, f(x)) = z es lineal, biyectiva y continua. Si G cerrado, por
aplicacion abierta su inversa es continua y f es continua.

Ejercicio 30. Si f € £(X,Y) con X,Y Banach entonces f es inyectiva con imagen cerrada sii
hay C' > 0 con ||f(z)| = C||=||.
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Si f(X) es cerrado es de Banach, entonces f : X — f(X) es biyectiva y por lo tanto tiene
inversa continua, lo cual implica lo pedido. Si || f(z)|| = C||z||, f es inyectiva y si f(z,) — v,
x, es de Cauchy, luego z,, — =y y = f(x), por lo que f(X) es cerrado.

Ejercicio 31. Si1 = p = ooy (ay5)i; es tal que (Az); = > ayjz; define un elemento Az de &
para todo x € (P. Probar que A € L(¢7, (7).

Fijemos un i. Tenemos que ) ; @ijz; existe para todo x € 7. Ahora si ponemos fo(z) =
> i1 @iy, fo € L(P,R). Tenemos que para todo z € (7 vale que la secuencia f,(r) es
convergente. Como ? es de Banach, por el teorema de acotacién uniforme, f(z) = oyjz;
estd en L(P,R). Entonces Az = ), fi(z)e; con f; € L(P,R). Hacemos el mismo truco:
como f;(x)e; € LI, LP), > " | fi(x)e; también, convergen, luego por acotacién uniforme hay

Ax =", fi(x)e; € L(€P,(P), listo.

Ejercicio 32. Si X es Banach, X = S@® T con S, T subespacios cerrados entonces hay M con
2]l = Mzl y [|oll = Mll]].

f:SxT— X dada por f(zs, ;) = xs + x; es lineal, continua y biyectiva; como S y T son
cerrados, son Banach; luego f~! es continua, lo cual implica lo pedido.

Ejercicio 33. Si X es Banach y f : X — X lineal tal que f? = f. Demostrar que f es
continua sii ker f y f(X) son cerrados. Demostrar que X =ker f @ f(X)yqueg: X — X
conmuta con f sii ambos espacios son g-invariantes.

Si f es continua ker f es trivialmente cerrado; si f(x,) — v, f(f(zn)) = f(y) vy f(zn) = f(y),
por lo que f(X) es cerrado también. Si son cerrados, como = = f(z) + (z — f(z)) y por lo
anterior, hay M con ||f(z)|| < ||z

Una implicacién es obvia. Si x € ker f, gf(x) = 0 = fg(z) porque g(ker f) C ker f. Si x €

[(X), z = f(y), fg(x) = gf(x) sii faf(y) =gff(y)sii fgf(y) = gf(y); ahora gf(y) = f(2)
porque g(f(X)) C f(X); asi que fgf(y) = gf(y) sii ff(z) = f(2), verdad.

Ejercicio 34. Sea H un espacio de Hilbert. Probar que si la sucesion (x,,y) es de Cauchy
para todo y entonces hay z tal que (z,,y) — (z,y) para todo y.

Sea f(y) = lim(y, z,). Se ve que es lineal. Para ver que es continua basta con ver que {||z,||}
es acotado. Esto se ve por acotacién uniforme, porque para todo y {(z,,y)} es acotado.
Ahora por el teorema de Riesz hay = con f(y) = (y,z). Listo.

Ejercicio 35. Sea || || una norma en C|0, 1] que lo hace espacio de Banach y tal que si f,, — f
con esa norma, entonces f,(t) — f(t) para todo ¢ € [0, 1]. Demostrar que || || es equivalente a

[Hoo-

Trivial: id : C[0,1] — C[0,1], donde el primero se toma con la norma || || y el segundo con
| |0 es lineal, biyectiva y continua. Como los dos espacios son de Banach, la inversa es
continua. Listo.
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1.4 Espacios duales, Hahn-Banach y adjuntos

Ejercicio 36. Si X es un espacio normado, una completacién es un espacio de Banach X que
lo extiende tal que X es denso en X. Todo espacio normado X tiene una completacion X y
si X, X' son dos completaciones hay 6 : X — X que es isometria lineal y tal que 0|x = id.
Probar que X* y X son isomorfos (hay una isometria lineal entre ellos).

Sea A el conjunto de secuencias de Cauchy de X. Definimos una relacién de equivalencia ~
dada por (z,) ~ (yn) sil ||z, — yal| — 0. Ponemos X = A/~. Ponemos [(a,)] + [(bn)] =
[(an + bn)], M(an)] = [(Aan)] v ||[(an)]]| = lim ||a,||. Hay que ver que es de Banach.

Sea (a,), de Cauchy, con a, = (apm)m- Construyo una secuencia s, de naturales (por el
axioma de eleccién) tales que para cada n, para todo k 2 s, vale ||ans, —a,k| < +. Veamos que
la diagonal ay,, es de Cauchy. Dado € > 0 sea ¢y tal que si n,m 2 ¢g vale ||a, —an,|| < §. Sea
¢; = méx{co, 2}. Sean n,m 2 ¢;. Sea ¢y tal que si k = ¢ vale |||an — k| — ||an — anl|| <
Vale también que |(anr — @il = ||an — amll + |l|ank — @mel] — llan — anll| < §+§ =
Ahora si k = max{cy, $p, Sm} vale ||ans, — Ams,, || S ns, — tnkll + |@nk — @mrl| + || dmi
s || < 2+ 5+ L+ S €4 £+ < = e Entonces recapitulando tenemos que si n,m 2 ¢;
vale ||ans, — @ms,, || < €. Entonces listo, a,s, es de Cauchy. Mostremos que a,, — [(ans,)]-
Sea € > 0. Tenemos |la, — [(ans,)]|| = h;rlnHanm — Qms,, |- Ahora [[anm — ams,,, || £ ||anm —

| DM |

k|| + ||ank — a@mil| + ||@mk — @ms,, || Con tomar n = %, m,k = s,, n,m grandes para que

|, — an|| < <, k grande para que |[|ane — an = |an —aml| < $, m 2 2y k 2 s, obtenemos

|@rnm — @ms,,, || < €. En particular Hm ||apm — Gms,, || S €Y ||an — [(ans, )]|| < €. Listo, el espacio
m

es Banach.

Hay una inmersién de X en X dada por «(z) = [(7),]. Falta ver que ¢(X) es denso en X.
Ahora si x € X, hay x,, secuencia en X con x = [(z,)]. Veamos que ¢(z,) — z. Esto es que
[(zn)m] = [(2n)n]. Ahora ||[(z4)m] — [(xn)n]|| = lim ||z, — x| < € si n, m son grandes, listo.

Si X, X son dos completaciones definimos 6 : X — X asf: siz € X es lim a,,, 0(z) = lim x,,.
Veamos que esta bien definida. Silimz, = x y limy, = z, entonces lim z, = x, donde z,
€S Ty/p SI M Par y Ym41y/2 si n impar. Ahora z, es Cauchy, asi que lim z, (en 7/) existe, y
como x, V ¥, son subsecuencias, tienen el mismo limite, como queriamos. Hay que ver que
es lineal, pero es trivial. Hay que ver que es una isometria, pero es obvio. Hay que ver que
es sobreyectiva, pero obvio también. Que 0|y también es obvio.

Falta probar que X* y X son isomorfos. Defino 6 : X — X* por 0(f) = flx. Es todo.
Lo menos trivial quizés es mostrar que es sobreyectiva, y lo menos trivial es mostrar que la
extensién es continua. Ahora si f € X*, hay M con | f(z)|| £ M||z||. Sea f la extensién
dada por f(z) = lim f(z,) donde x, — z. Si x € X hay z, con ||z — z,| < 1 Ahora

1 (@)l = [[1m f (o) || = Y || f (20) || < Ml [z, || = M|z, listo.

Ejercicio 37. Si c. es el espacio de las secuencias que son 0 salvo en finitos puntos con la

JR— /
norma supremo, mostrar que ¢ = ¢!, que ¢, = ¢y, que ¢ = (' y que P* =2 (P para 1 < p < oo.

Para ¢ = (' ponemos § : (' — ¢ dada por 8(a)(>2N_, unen) = S0 ap,. Se ve que si

N N
a € (1, 6(a) eslineal y [|6(a)|| = sup X Camrtmen)l _ gy [y tntinl < gy, SNV g 1 < a0

max{|un |} max{lun|} =
Considerando SN %en vemos [|0(a)|| = 2N |an| asi que llevando N al limite vemos
10(a)|| = ||al|er, con lo que € esté bien definida y es una isometria. Es obviamente lineal, asi

que falta ver que es sobreyectiva. Perosi f € L(c., k), a, = f(en), viendo EN lanle v dado

n=1 a,

que | f(z)| £ M|jz||, resulta | f(N, enle N = SN a,| £ M, a € 'y 6(a) = f, listo.

n=1 ap,
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Para ¢; = ¢y hay que ver que ¢q es completo y que ¢, es denso en ¢y. Ambas obvias.

Para ¢} = (! basta combinar los dos isomorfismos anteriores.

Para (P* = (*" ponemos 6 : /¥ — ¢P* dada por 0(a)(x) = Y.°° | a,z,. De nuevo todo igual.

Ejercicio 38. Probar que 6 : ¢ — (>** dada por 6(a)(x) = >.°°
isométrica pero no es sobreyectiva.

nq GnTp €S Una inmersion

Lo no trivial es la no sobreyectividad. Pero defino f : ¢ — k dada por f(r) = limx, y la
extiendo por Hahn-Banach a una f : (> — k. No puede ser de la forma > | a,z, porque
a, tendria que ser cero para todo n.

Ejercicio 39. Si X es normadoy x € X hay f € X* con f(x) = ||z|| y || f]| = 1.

| Defino fy € (z)* como fo(Ax) = A||z||. Cumple || fo]| = 1. Por Hahn-Banach se extiende a f.

Ejercicio 40. Si X normado, S C X subespacio cerrado y x ¢ S, hay f € X* con f(z) =
d(x,5), fls=0y [ fll =1

Miro X/S con proyeccién m. El ejercicio anterior da fo € (X/S)* tal que for(x) = d(z, F)
v || fol = 1. Defino f = fomr. Lo tnico no trivial es ||f|| = 1. Ahora como || fy]| = 1 para
todo n hay z, con | for(z,)|| 2 (1 — 2)||w(z,)||. Ahora |7 (xz,)|| = d(z,, E). Esto quiere
decir que hay y € E con ||z, —y| < & x",E) Hﬂl(w")” Entonces ||7(x,)[| 2 (1 — 2)||a, — yl.

Volviendo y poniendo z,, — y en lugar de z, tenemos || for(z, —y)|| 2 (1 — £)?||lz, — yl|, es
decir, ||f]| 2 (1= 2)% Con n — oo obtenemos || f|| = 1. Que || f|| < 1 es trivial. Listo.

Ejercicio 41. Si X,Y son normados y T' € L(X,Y), definimos la traspuesta T* € L(Y*, X*)
dada por T*(f) = (x — fTz). Vale ||T|| = ||T™]|.

Que ||T*|| < [|T|| es trivial. Para todo n sea x, € X con [|z,| = 1y ||[Tz,| 2 |T| — %
Sea f, € Y* con |[full = 1y fu(Ta) = | T Tenemos |7+ = HHl — | T%(f,)] =
izl = || T (@)l = | Tall 2 || = & Entonces [|T*|| 2 [|T|| - & para todo n y

1= 2 7.

Ejercicio 42. Si X es normado y S C X subespacio defino el complemento de S como
St={feX*| fls =0}

a) Probar que S* es un subespacio cerrado de X* v S = {z € X | (Vf € S*)f(z) =0}. S+ =
sii S es denso y S+ = X* sii S es trivial.

Lo primero es obvio. Si x € Sy feSt six, = xconmz, €8, f(x, — f(xr) muestra
que f(xr) = 0. Si x € S, por un ejercicio anterior hay f € S+ con f(z) # 0 asi que
z ¢ {zeX|(VfeS)f(z) =0}

b) Probar que S* = (X/S)*.

Sea 0 : (X/S)* — S* dado por 0(f) = fr. Es lineal. Vale [|0(f)|| < ||f]l. Sea f # 0.
Para cada n hay z, € X con Wzl > (1 DI fIl, por definicién de || f]|. Sea u € S con

|7 (@)l
||$ u“ < d(il'n ) Tenemos |7 (zr—u)]| _ d(zp—u,S) d(zn S) > 1— 1 Entonces ||f7r($n u)” -
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Ilfm(zn—uw)|| Im(zn—uw)|| _ [[f7(@n)|l 7(zn—u)ll >(1-— %)Hf”(l _ %) =(1-— %)2||f|| Entonces || fr|| =

[m(zn—u)ll  llzn—ul Im(zn)ll - llzn—ull
sup UEEL > (1= 121|f1] v, con n = oo, ||| 2 [1f] Conelusidn: 8(/)] = 1fI|.
S

Faltaria mostrar que 6 es sobreyectiva. Ahora si f € S, defino f € (X/S)* por f(n(zx)) =
f(z). Es buena definicién, f resulta lineal y continuidad se ve porque si 7(z,,) — 0, ||7 ()| —
0, d(zyn, S) — 0 asi que hay u, € S con ||z, — u,|| = 0, luego z,, — u,, — 0, f(x, — u,) — 0,
f(xn) = 0y f(x(zn)) = 0. Listo.

c) Probar que S* = X*/S+.

Seaf : X*/S+ — S* dada por O(7(f)) = f|s. Esté bien definida, es lineal y por Hahn-Banach
es sobreyectiva. Falta probar ||0(7(f))|| = ||7(f)|l, o sea || f|s]| = ||=(f)]|. Una desigualdad
es obvia: si g € ST, [|f —gll Z [(f — 9)Isl| = [I|sll; tomando infimo resulta [[x(f)| = || f]s]]
Ahora si f € X*, extendamos f|s € S* a f € X* por Hahn-Banach con || f|| = || f|s|; ahora

(f = Nls =0, lego f — f € Sy || flsll = 171l Z (NIl = =Nl y /sl Z 7 (f)]], listo.

Ejercicio 43. Si F es normado y # € F demostrar:

a) Para todo f € E* vale |f(x)| = || f||d(z, ker f).

Sea B una base de ker f. La extendemos a una base BU B’. Supongamos que u,v € B’. Hay
a,b €k con af(u)+bf(v) =0, asi que f(au+bv) =0y hay w € ker f con au + bv — w = 0.
Pero como son de la base tienen que ser iguales. Entonces B’ = {u}. Tenemos

T ) | B 1 O I ()| I (O]

e mirers Tt wl W2y Tu—wl = @l Ju—wl] ~ dluker f)’

Ahora [f(z)| = |f(au + w)| = |al[f(u)| = |al[[ f]|d(u, ker f) = || fl|d(z, ker f).
b) Si S C E subespacio entonces d(x, S) = méax{|f(x)| | f € St ||f|| £ 1}.

Hay f € St con ||f|| = 1y f(x) = d(z,S). Falta ver que si f € St ||f|| £ 1 entonces
|f(z)] = d(x,S). Ahora |f(x)| = ||f||d(z,ker f) < d(z,ker f) < d(x,S), porque S C ker f.
Listo.

Ejercicio 44. Si X es normado y S C X es un subespacio cerrado de dimensién finita, hay
un subespacio cerrado T"C X con X =S¢ T.

Primero miramos el caso S = (u). Por Hahn-Banach, hay f € X* con f(u) # 0. Veamos
que X = (u) @kerf. Sive Xy f(v)#0, hay a,b € k con af(u) + bf(v) = 0, por lo
que hay w € ker f con au +bv —w =0y v € (u) + ker f. Obvio (u) Nker f = &, asi que
X = (u) @ ker f. Como f es continua, ker f es cerrado, listo.

Ahora por induccién en la dimensiéon n de S. Para n = 1 estd. Para n + 1 y una base

{uy, ..., uns1}, hay Ty cerrado con X = (u,.1) & Tp. Ahora para cada u; con 1 £ i < n
hay v; € Ty con u; = au,+1 + v;. Ahora se ve que {vy,..., 0y, U1} es base de S. Ahora
(v1,...,v,) C Ty es cerrado asi que por hipétesis de induccién hay 77 C Ty cerrado con

To = (v1,...,v,) & T1. Volviendo tenemos X = S & T, listo.

Ejercicio 45. Si X es reflexivo (esto quiere decir que 6 : X — X** dada por 0(z)(f) = f(z)
es sobreyectiva) y S C X es un subespacio cerrado, también es reflexivo.
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Hay que ver que si ¢ € S* hay x € S con ¢(f) = f(z). Ahora definimos ¢ : X* — k
dada por ¢¥(f) = ¢(f|s). Es lineal. Para ver que es continua, sean f, € X* con f, — 0.
Se ve que | folsl| < Il ast que fuls — 0. luego @(fuls) = 0 ¥ $(fa) — 0. Entonces
e X**. Como X es reflexivo hay x € X con ¢(f) = f(z). Siz € S, veamos que si f € S*
entonces ¢(f) = f(z). Esto se da porque por Hahn-Banach hay fe X con f= f]s y
o(f) = o(fls) = ¥(f) = f(z) = f(z). Entonces en este caso estamos. Hay que ver que es
imposible z ¢ S. Ahora si x € S, como S es cerrado, por Hahn-Banach hay f € X* con
fls = 0 pero f(z) # 0. Tenemos f(x) = ¥(f) = ¢(f|s) = ¢(0) =0y f(x) = 0, absurdo.
Listo.

Ejercicio 46. Si X es normado y X* es separable entonces X es separable.

Supongamos que X no es separable. Voy a mostrar que existe € > 0 tal que para todo
conjunto A a lo sumo numerable hay x tal que d(z, (4)) = e.

Por el absurdo. Supongamos que no existe. Entonces para todo n, tomando € = %, hay un
conjunto numerable A, tal que para todo z vale d(z, (4,)) < % Ahora, para cada n tomamos
un A, por el axioma de eleccién. Ahora para cada A, tomamos B,, como el conjunto de todas
las combinaciones lineales Zie ; a;z; con I finito, a; racionales y z; € A,. Se ve que B, es
numerable. Ahora (A) = B,,. Entonces B = \U,, Br es un denso numerable y X es separable.

Ahora sea w; el menor ordinal no numerable. Por recursién transfinita defino F, para todo
a < wy de manera que F, es a lo sumo numerable. Pongo F; = @. Si § = aU{a}, tengo que
F, es alo sumo numerable por hipétesis, asi que por lo que probé hay ., con d(z,, (F,)) 2 €,
asf que elijo uno (por axioma de eleccién) y pongo Fp = F, U{z.}. Si 8 =,z pongo
Fs=Uqep Fa-

Para cada ov < wy pongo fo € X* por Hahn-Banach tal que fu|zy = 0, fa(za) = ||z Ahora
sia# B, a<pf,x, € Fsy fz(rs) =0. Tenemos ||fo — f5| 2 lf“( ‘T‘)le"(%” |fﬁ‘q€z‘ﬁ)| = 1.

Entonces para todo «, f € wy con a # f vale || fo — f3l = 1.

Supongamos que X* fuera separable. Entonces habria A denso numerable. Podriamos tomar
una funcién 0 : w; — A tal que || fo — 0, < 3. Si 0 fuera inyectiva A no serfa numerable, ast
que hay «, 8 € w; distintos con 0, = 65. Pero tendriamos || fo—f5]| < || fa—0all+]105—f3]] < 1,
contradiciendo ||fo, — f3]| = 1. Listo.

Ejercicio 47. Probar que existe L € ¢** con ||L|| = 1 tal que si z € ¢, L(z) = limz,, si
T(c) = (xg,x3,...) entonces L(x) = L(T(x)), y si « cumple que z,, = 0 entonces L(z) = 0.

Recordemos que vale el siguiente Hahn-Banach: si S C X es subespacio, f : S — R es lineal,
m : X — R es funcional de Minkowski (es decir, m(z +y) < m(x) + m(y) y m(ar) = am(zx)
paraa = 0)y f < m, hay f : X—)khnealconf|g—fyf<m

Sea m(z) = limsupz,. Es funcional de Minkowski. Defino L sobre {z — T'(x) | x € (>}
como L = 0. Notar que m(z) = 0 sobre ese subespacio, porque si m(z) < 0, hay ny con
SUp (Tn—Tny1) = A <0, Ty —Tp1 S A, Tpp1 2 Tn— A, Ty 2 —NA+cy xy — +00, imposible.
n=ng

Entonces L < m y puedo extender L a ¢*°. Notar que liminfx, < L(z) < limsup z,, asi que

salen las otras dos condiciones.
Falta ver que es continua! Hay que ver que |L(z)| < sup |z,|, es decir, inf —|x,| < L(z) =<
n n

sup |z,|. Ahora L(z) < limsup z,, < supx,, < sup |z,|, y lo mismo del otro lado.
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1.5 Topologias débiles

1. Un EVT es un k-ev X con una topologia que hace a + y a - continuas.

2. Una seminorma hace EVT a un ev con la topologia dada por la base B(z,¢), que queda
Hausdorft sii la seminorma es norma.

Recordar el criterio de candidato a base: que si A, B en la base y x € AN B, hay C en la
base con r € C' C AN B.

3. Esta topologia es la misma que la inicial de las funciones f,(z) = ||z — y||.

En la primera topologia convergencia x, — z es |z, — x| — 0, asi que fy(z,) — fy(x)
por desigualdad triangular. Si x, — x en la segunda, en particular f.(z,) — f.(x) y
|xa — || — 0. Listo.

4. Si tenemos una familia de seminormas, la inicial formada por todas hace EVT al ev base y
tiene como base a las intersecciones finitas de bolas de alguna de las seminormas. La conver-
gencia es x, — x sii para toda seminorma vale ||z, — z|| — 0. Es Hausdorff sii las seminormas
separan puntos, o sea si x # y hay una seminorma con ||z — y|| # 0. Notar que las seminormas
pueden ser |f|, donde f : X — k es lineal y en ese caso la topologia es la minima que hace a
las f v a las operaciones continuas.

5. Si X,Y son EVT dados por seminormas, f € £(X,Y) sii para cada norma de Y hay finitas
normas de X y un M tales que ||f(z)]] £ M > 7", ||z

6. Si X es un EVT generado por seminormas {|f;|}ier con f; : X — k lineal, y f € L(X, k),
entonces f es combinacion lineal de f;. En particular, si la topologia de X esta dada por un
subespacio de funcionales, las funcionales continuas son exactamente ésas.

Por lo anterior hay fi,..., f, con |f(z)| £ M > " | |fi(x)]. Entonces (;_, ker f; C ker f. Por
dlgebra lineal, T': X — k™ dada por T'(z) = (fi(), ..., fu(z)) cumple ker T C ker f, asi que
hay f: k™ — klineal con f = fo T,y f=> " aifi

7. En un EVT, si U es un entorno convexo de 0, hay un abierto convexo 0 € V C U con
AV =V para todo || = 1, lo cual se llama balanceado.

El producto - : k x X — X es continuo, en particular -~!({f) contiene un entorno de (0,0),
que contiene un entorno de la forma {|A| < €} x Vy, con V; entorno abierto de 0. Ahora si
Al =1, [§A] < ey 5AVo C U, ast que si Vi = §V, vale Vo = (J,; AV1 CU. Sea V la
capsula convexa de V5. Es abierto, es convexo y balanceado. Como U es convexoy Vo C U,
como la capsula convexa es el menor convexo que contiene a Vs, vale ¥V C U, listo.

8. Si A es abierto convexo con 0 € A, y m(z) = {nf{s > 0| s7'x € A}, m es una funcional de
Minkowski y A = {x € X | m(z) < 1}. Si A es balanceado, m es una seminorma.

Primero, m estd bien definida. Esto es que hay s > 0 con s™'z € A. Ahora n~!'z — 0 implica
que hay n con n~'z € A, porque A es entorno abierto de 0. Segundo, que m(azx) = am(x)
si a = 0. Esto es obvio. Tercero, m(z + y) < m(x) + m(y). Para esto, si s7'z € Ay
tlye A xesA yetA, v+yesA+tA=(s+1t)A (esta igualdad porque A es convexo)
y (s+t)Hz+y) € A, por lo que m(z +y) < s+ t; llevando s y ¢ al infimo obtenemos
m(z +vy) < m(z) +m(y). Entonces m es funcional de Minkowski.

Ahora, si m(z) < 1, hay s < 1 con z € sA C A (por convexidad) y x € A. Siz € A,
(1—2)"'z — z implica que (1 — 1)~'z € A para algin n (por A abierto), m(z) £1—-1 <1
y m(z) < 1.

Asumamos AA = A para todo |[A| = 1. Tenemos m(azx) = m(‘%l|a|x) = |a|m(Az), con A = o
Al = 1. Ahora m(Az) =inf{s > 0| s 'Az € A} =nf{s > 0| sz € \"TA} = inf{s > 0 |
s7lz € A} =m(x) y m(ax) = |a|m(z), con lo que m es seminorma. Listo.
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9. Un EVT es localmente convezo sii el 0 tiene una base de entornos convexos. Por lo anterior
podemos pedir entornos bésicos convexos balanceados. Como bolas e intersecciones de bolas
son convexos, todo EVT generado por una familia de seminormas es LC.

10. La topologia de un EVTLC es la misma que la generada por las seminormas m;(z) =
inf{s > 0 | s7'x € A;}, donde {A;}icsr es una base de entornos convexos balanceados. Es
Hausdorff sii las seminormas separan puntos sii (),.; 4; = 0.

| Que las topologias coinciden es facil. Lo otro también.

i€l

11. Un EVTLC es metrizable sii estd generado por numerables seminormas que separan puntos.

Si es metrizable, B(0, %) es una base de entornos del 0; tomo convexos balanceados U, C

B(0, %) y tengo una base numerable de entornos convexos balanceados del 0, que generan una

familia de seminormas que definen la topologia, y por tanto separan puntos. Si estd generado

por numerables seminormas que separan puntos, d(z,y) = sup w es una métrica
n

y se ve que generan la misma topologia. [Notar que podemos tomar que la métrica cumple
d(z,y) =d(z —y,0) y d(x +y,0) < d(x,0) + d(y,0). No podemos pedirle que se porte bien
(como una norma) con la multiplicacién, pero si con la suma.]

12. Un espacio de Frechet es un EVTLC metrizable completo.

13. Vale el teorema de la funcién abierta sobre Frechet: si X, Y son Frechet, f € £(X,Y’), son
equivalentes f es sobreyectiva, f(X) es de segunda categoria y f es abierta. En particular si
es biyectiva su inversa es continua. Vale gréfico cerrado: si f : X — Y lineal con {(z, f(z))}
cerrado es continua. Vale aplicacion abierta: si f, € X* tales que para todo z € X vale {|fo(z)|}
es acotado, entonces hay M y seminormas continuas || - [|1, ..., ||+ |l» con |fa(z)| £ M >0 ||z
para todo x y todo a.

14. Dado X EVT definimos la topologia débil, generada por las seminormas ||z||; = | f(x)| para
cada f € X*. Definimos la topologia débil* sobre X* como la generada por las seminormas
|/l = |f(x)| para cada z € X.

15. Hahn-Banach geométrico: Si U,V son convexos disjuntos en un EVT X, con U abierto,
hay o € X* yt € R con Regp(x) <t < Rep(y) para todo z € U,y € V.

Primero k = R. Sean zg € U,yp € V.20 =yo — 20y C = U — V + z5. C es abierto convexo
y 0 e C. Seam(z) =inf{s > 0] stz € C}. Como zy & C, m(z) = 1. Definimos ¢, en
(z0) por po(sz0) = sy po < m. Por Hahn-Banach podemos extender ¢y a una ¢ con ¢ < m;
es claro que es continua. Ahorasiz €e Uy e Vo —y+20 € C,mx —y+2) < 1y
o(r —y+ z0) < 1, por lo que ¢(x) < ¢(y). Ahora p(U) C R es convexo, luego un intervalo;
sea t su endpoint; si hay 2 € U con ¢(x) =t, como (1 + +)z — , hay n con (1 + )z € U,
v o((1+ 2)z) = (1 + L)t > t, absurdo; luego p(z) <t < @(y)siz e U,y € V.

Ahora k = C. Vemos X como R-ev, las condiciones valen, luego hay ¢ € X* t € R con
p(xr) <t = p(y) para todo z € U,y € V. Pongo 1 : X — C dada por ¢(x) = ¢(x) — ip(iz),
es lineal, continua, y Re(z) <t < Rey(y) para todo x € U,y € V. Listo.

16. Hahn-Banach geométrico 2: Si X es EVILCH, K convexo compacto, V' convexo cerrado,
KNV =g, entonces hay ¢ € X* yt € R con Re f(K) <t < Re f(V).

S = K-V escerradoy 0 € S. Entonces hay U abierto convexo balanceado, 0 € U, UNS = &.
Ahora K = K + 1L{ yV=V+ 11/{ son abiertos convexos con K NV = &. Hay © que separa

KyV,luegoaKyV.

17. Si X es EVTLCH y z € X, x # 0, hay f € X* con f(x) # 0. En particular X* separa
puntos.
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18. Si K es cerrado convexo, es cerrado débil. En particular subespacio cerrado débil sii
cerrado.

Six ¢ K, {x} es convexo compacto, entonces hay f € X* t € R con Re f(z) <t < Re f(K),
y U = {Re f(z) <t} C K°es entorno de z en la topologia débil, listo.

19. Hahn-Banach geométrico 3: Si X es EVT tal que X* separa puntos, K y V convexos
compactos y K NV = &, entonces hay ¢ € X* y ¢t € R con Re f(K) <t < Ref(V).

Compacto implica w-compacto, porque la topologia débil es mas fina. X es EVTLCH con
la topologia débil porque X* separa puntos. Entonces estamos en las condiciones de HBG2,
por lo que hay ¢ € X* yt € R con Re f(K) <t < Re f(V) como queriamos; recordar que
funcional lineal w-continua es continua.

20. Si X es EVTH y S C X* un subespacio, (S+)+ = gw*, la w*-clausura. En particular, los
subespacios w*-cerrados son los E+, con E C X subespacio.

SifeS” hay fo — fceon fo €8 Size St fux) =0, flz) =0y f e (SHE Si
fé S**, como X* es LCH con la topologia débil*, hay un entorno U abierto convexo de f
conUd € X*~.§"". Por el primer HB geométrico hay = € X,t € R con Re f(z) < t < Re ¢()
para todo ¢ € . Ahora como es un subespacio, t = 0, v si e(x) 20, —p(z) 20y p(z) =0.
Entonces z anula a todo S, luego a todo S, luego z € S+, pero Re fx) <0y f&(SH
como queriamos.

21. Si X normado de dim infinita entonces {||z|| = 1} = {||z|| = 1}, donde ** es la w-clausura,
y {||z|| £ 1} tiene w-interior vacio.

Si xz € {|Jz|| £ 1} veamos que todo abierto contiene alguien de norma 1. Basta entornos
basicos, o sea ()_,{y | |fi(zx — y)| < €}. Ahora como la dimensién es finita, las interseccién
de los nucleos de finitas funcionales no puede ser trivial, luego hay y # 0 con f;(y) = 0 para
cada i. Ahora x + ay estd en el entorno para cada a = 0. De ||z 4+ ay| = a|ly|| — ||=|| y de
||z|]| £ 1 vemos por valores intermedios que hay a con ||z + ay|| = 1, listo. Ahora hay que ver
que si z € {||z]| > 1} hay un w-abierto que lo separa de {||z|| = 1||}. Ahora {z} y {||z| £ 1}
cumplen las hipdtesis de HBG2, luego hay f € X* t € R con Re f(z) < t < Re f(y) para
todo ||y|| = 1. Entonces {Re f < t} es el entorno de x que buscamos, listo. El interior vacio
es porque en cada abierto hay cosas de norma arbitrariamente grande.

22. Si X normado entonces X es separable sii {f € X* | ||f|| = 1} es w*-metrizable.

Si X es separable y {z,} es un denso numerable veamos que la métrica d(f,g) =
min{|(f—g)(@x

n

L1 da 1a topologfa w*. Si f, 3 f veamos que faif. Ahora si € > 0,

sup
gia que d(fa, f) < € basta que |fo(z,) — f(x,)| < € para finitos n, lo cual sale tomando «
grande por fo, 5 f. Si fai>f veamos que f, = f. Dado z tenemos |fo(z) — f(2)] < |fu(z) —
Faln) |+ alza) = F@n)| + 1) = S S |l = 2all + 1= Pl 1z 2l <
nd(fa, f) + 2||v, — 2| < €si [|x, —2f] < { vy a grande para que d(f,, f) < =, asi que
fa(z) = f(z), y cuantificando obtenemos f, <> f. Listo.

Si{f e X*||Ifll =1} es w*-metrizable, tomemos una base numerable de entornos del 0,
luego una base numerable de entornos bésicos del 0, es decir de la forma (;_, {|f(z;)| < €}.
Propongo que el conjunto de las combinaciones lineales de los x; con coeficientes racionales
forman un denso numerable. Notemos que la clausura de ese conjunto es un subespacio
cerrado S de X. Si zg ¢ S, por Hahn-Banach hay f; € X* con fy|s = 0 pero fo(xg) # 0.
Ahora {f | | f(zo)] < |fo(zo)|} es un w*-abierto, luego hay (._ {|f(z:)| < e} C {f | |f(z0)| <
| fo(xo)|}, pero como fo(x;) = 0, fo estd en el primero, pero no puede estar en el segundo,
contradiccion.
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Ejercicio 48. Si X es normado entonces:

a) Si z,, = x entonces {z,} es acotado y ||z|| < liminf||z,||. (Lo mismo vale en X* con w*.)
n—oo

Para cada f tenemos {|ev, (f)|} es acotado. Luego por acotaciéon uniforme, como X* es

Banach, hay M con |ev,, || £ M, o sea ||z,|| = M, listo.

Ahora sea ¢ > 0. Sea f € X*, ||f|| =1y f(z) = ||z||, por Hahn-Banach, y n grande tal que
|f(x —ax)| <esik 2 n. Tenemos [|z]| — [lzx| = f(x) = f(zx) + f(2r) = el = [f (2 — )|+
I Flzell = lzk|| < €. Entonces ||z|| < ||zx||+esik Zny ||z| < lglf |lzk||+€ < Uminf ||z, | +e.

Hacemos € — 0 y obtenemos ||z|| < lim inf ||z, |, listo.

Como z, — x hay M con ||z,|| £ M. Tenemos | f,(2,) — f(2)] < | ful2n) — f(z0)] + | f(2n) —
F@ = fn = flllznll + 1f (2n) = f@)] <esi|[fo = fIl < 557 ¥ [f(2n) = f(2)] < 5.

¢) Si X es Banach, z,, » x y ., 3 f, fu(zy) = f(x).

Ahora |fu(zn) = f(2)] < [fa(2n) = fu(@)] + [falz) = f(@)] = [falllzn — 2]l + § < €sines

Como X Banach y para todo x € X vale {|f,(z)|} acotado, hay cota global: |f,| = M.
grande para que fla, — x| < 557 ¥ |fu(z) — (@) < 5

Ejercicio 49. Si X es EVTH, un subespacio S C X* separa puntos sii es w*-denso.

W

| Es trivial usando (S+)* =S

Ejercicio 50. Si X es normado, ¢ : X — X** la inclusion «(z) = ev,, entonces ¢(Bx(0,a)) es
w*-denso en By« (0,a) si a > 0.

Sino, hay g € By« (0,a) afuera de «(Bx (0,a)) . Ahora {zo} y t«(Bx(0,a))  son convexos,
el primero compacto y el segundo cerrado, con interseccion vacia. Entonces hay ¢ : X** — k
lineal continua y ¢ € R con Rep(z) < t < Rep(zg) para todo = € «(Bx(0,a)). Ahora
X** con la topologia débil* esta generado por las seminormas |evs| con f € X* que forman
un ev, luego son todas las funcionales continuas, luego ¢ = evy con f € X*. Entonces
Re f(xz) <t < Rexo(f) para todo © € Bx(0,a). Ahora sup Re f(z) = a| f]|, entonces

z€Bx(0,a)

all fIl = ¢ < Rewo(f), pero Rewo(f) = [xo(f)] = [lzolllf]] < allf]], absurdo.

Ejercicio 51. Si X,Y normados, 7': X — Y es lineal, continua y con inversa continua, y hay
e X* yeY con T*(2*) = ev,, ||z**|| < 1, entonces hay x € X con T'(z) =y y ||z] < 1.

Como ||z**]| < 1, ||z**|] < 1—4 para algin § > 0. Por lo anterior ¢(Bx(0,1—0)) es w*-denso en
Bx+(0,1—46), luego hay una red z, de X con ev,, 5z y ||z,]| < 1—§. Entoncessi ¢ € X*,

p(ta) = 27(p). St € V7 T(Y)(2a) — 2™(T7(4)), y »(T(xa)) — T (2™) (@) = ¥ (y)-
Entonces T'(x4) — y.

Supongamos que y ¢ T(B(0,1—9)). Entonces {y} y T(B(0,1—6)) son convexos, uno
compacto y el otro cerrado, con interseccién vacia, luego hay ¢ € Y* con Rep(y) < t <
Re o(T(z)) para todo # € X, ||z|| < 1 — 4. Esto contradice T(z,)—y. Entonces y €
T(B(0,1—14)). Asf que hay otra red z, con T(zs) — ¥, ||za]| < 1 —§. Aplicamos T},
que se supone continua, y obtenemos z, — T~ !(y); aplicamos norma y obtenemos ||z,| —
T~ (y)]|, por lo que [T (y)|| £1— 6 < 1, como querfamos.
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Ejercicio 52. Si X,Y Banach, T : X — Y es lineal, continua y sobreyectiva, y hay xz** €
X*,y €Y con T (x**) =ev,, ™| <1,hayx € X con T(z) =y y ||z] < 1.

Hay T : (X/kerT) — Y lineal, continua y biyectiva tal que 7 = T o 7. Como X,Y son
Banach, tiene inversa continua.

Definamos #** : (X/kerT)* — k como T**(p) = z™*(p om), donde 7 : X — X/kerT es
la proyeccién al cociente. Si ¢ € (X/kerT)*, || ()| = |[z™* (@ om)|| = [|z**||[|¢ o 7| =
[l lellllwll = llz=[llel]. Entonces & € (X/kerT)™ y ||z = [la™|| < 1. Veamos
que T**(z**) = ev,. Dado ¢ € Y* tenemos T (7*")(¢) = #"(T*(¢)) = T*(poT) =
t*(poTom)=a"(poT)=T"")(p) = ev,(p), como querfamos.

Entonces estamos en las condiciones del ejercicio anterior con T'y #**. Asf que hay o € X

con ||7(zo)|| <1y T(n(z)) = y. Entonces d(zo,ker T) < 1y T(zo) = y. Hay u € ker T con
lzo —ul| <1,y T(zo — u) =y, por lo que x = xy — u es como pide el enunciado. Listo.

Ejercicio 53. Si X,Y Banach, f: X — Y, ¢g:Y* — X* lineales y g(¢) = ¢ o f para todo
@ € Y* entonces f y g son continuas.

Usamos el teorema del grafico cerrado: si 2, > 2y f(za) = 4,y p €Y, po f =g(p) € X*

asi que ¢(f(za)) = ¢(f(z)) v ¢(f(za)) = ¢(y), por lo que o(f(z)) = @(y). Si f(z) # v,
hay ¢ € Y* con ¢(f(z) —y) # 0 por Hahn-Banach, contradiccién. Entonces y = f(z), como

queriamos.

Ejercicio 54. Si X,Y Banach con f: X — Y lineal, entonces f es continua sii f : (X, w) —
(Y, w) es continua.

Si es continua, sea z, — 2. Si € Y*, o f € X* asi que como x, — z, V(f(z4)) — »(f(2)).
Entonces f(z4) — f(), como querfamos.

Si f:(X,w)— (Y,w) es continua, veamos que para todo ¢» € Y* vale ¢ o f € X*. Ahora

Si 2y = T, Ta—x, f(2a) = f(2) y (f(2a)) = ¥(f(z)), como querfamos. Queda por el
ejercicio anterior.

Ejercicio 55. Si X,Y Banach con g : Y* — X* lineal, entonces g : (Y*,w*) — (X*,w*) es
continua sii g = f*, con f: X — Y continua.

Sig: (Y5 w*) — (X*,w") es continua, miremos ¢g* : (X*,w*)* — (Y*,w*)* dada por
g*(x**) = ™ o g. Ahora (Y*,w*)* es {ev, | y € Y}, asi que podemos definir f : X — Y por
g*(evy) = evy(e); se ve que es lineal. Ahora g(¢)(x) = ev,(g(v)) = g*(eva) (V) = evyw)(¥) =
W(f(x)), asi que g(vb) = o f. Aplicamos el ejercicio anterior y f : X — Y continua, g = f*.
Sig=f*con f:X — Y continua, supongamos 1, — 1 y veamos g(1s) — g(1). Si x € X,

g(p)(@) = f(p)(x) = @(f(x)), entonces g(ta) = g(¢) es Ya(f(2)) = (f(x)) para todo
z € X, que vale porque ¢, = 1. Listo.

Ejercicio 56. Un Banach X se dice uniformemente convexo si para todo € > 0 existe o > 0
tal que si z,y € X, ||z, lyll £ 1y [[5(z +y)|| > 1 — 6 entonces ||z — y|| <e.

0) Mostrar que la definicién es equivalente a: (Ve > 0)(36 > 0)(Vay)(||z| = |ly|| = 1, [|5(z +
Yl >1 -6 = [lz—yll <e),ya: siza| = llyall = 1 con lim ||5(z, + yn)|| = 1 entonces
lim ||z, — ys| = 0.
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La que di implica la primera trivialmente, que a su vez implica la segunda trivialmente.
Ahora supongamos que es falsa. Entonces hay ¢ > 0 tal que para todo n hay z,,y, con
Nznll, lynll = 1, ¥ an, by € [0,1] con H%(an.ilzn—i—bnyn)ﬂ > 1—% pero ||a,z, — byyn| = €. Ahora
15 (an@n + buyy)|| < 1 asi que lm |3 (anz, + bayy)|| = 1. Paso a una subsecuencia y ay, by,
convergen a a,b € [0,1]. Entonces lim || (az, + by,)|| = 1. Ahora ||3(az, + by,)|| < %2,
luego 2 S a+b<2ya=>b=1,porloque lim|3(z, +y,)|| =1y lm|z, —y.| = 0.
Ahora ||anx, — buynll = l|an®n — buynll — |20 — Ynll + |20 — ynl| — 0, contradiccién con
|anx, — baynl| 2 €. Listo.

a) Mostrar que x,, — x sii 7, =2 y [|z.|| — ||2]|.

Si ||z|| = 0 est4. Sino normalizamos. Como (2, +x) =, vale 1 = ||z|| < Uminf||3(z,+2)]|.
Ademés lim inf || (z, + x)|| £ limsup || (x, + z)|| £ 1 por desigualdad triangular. Entonces
limite inferior y superior coinciden, lim||3(z, + )| = 1 y lim ||z, — z|| = 0 por convexidad
uniforme, listo.

b) Mostrar que si S es cerrado y convexo, tiene un elemento de norma minima tnico.

Sea M = inf{||z|| | z € S}. Si M = 0 es obvio. Si no, hay una sucesién x,, con ||z,| — M.
Veamos que es de Cauchy. Sea € > 0. Veamos que hay ng tal que si n,m = ng vale
[ — & || < €. Tomemos € = 5755 v 01 tal que si z,y con [lz]], [Jyl| S 1y [z +y)[ > 1 -6

entonces || z—y|| < ;. Ahora tomemos § < min{ lj‘f‘f;l, 1} y ng tal que M = ||z ||, [|2m]|] £ M+0
si n,m 2 ng. Basta ver que ||z, — x,,|| < e. Ahora x =

Mo 1
M-+45 1+

s,y = 12 cumplen [|3(z +y)|| 2

s— = 1—01. Entonces ||z —y|| < e, 08ea ||z, —zn| < es(M+96) < e(M+1) =¢,
=iy

como queriarlnos. Entonces x,, es de Cauchy y hay x con z,, — x. Como S es cerrado, z € S,
y ||z|| = M. Veamos que es el tnico. Siy € S, |yl = M, 1 < [|3(5z + 5y)|| < 1, luego
%x = %y por convexidad uniforme y x = y, listo.

¢) Mostrar que X es reflexivo.

Sea z € X™, |zl = 1 yseae > 0. Hay f € X* con ||f|| = 1y f(2) = 1 (H-B).
Ahora ¢(Bx-(0,1)) es w*-densa en Bx--(0, 1) asi que hay ¢, € Bx-(0,1) con ev, =5 f. En
particular z(¢a) — f(z) = 1. Sea d > 0 tal que si ||z|, ly]| £ 1y [|5(z+y)|| > 1 — 4 entonces
|2 — y|| < e. Podemos conseguir ¢ € X* con [jp]| < 1y |z(p) — 1] < &.

Sea C' = {x € B(0,1) | p(x) > 1 —6}. Se ve que es convexo. Notar que si z,y € C,
I3+ yll > (G +y)>1-0dyllz—yll <e

Hay 7, € X con ||z4]] < 1y ev,, =2, porlo que ¢(z,) — 2(¢) y hay ag con |p(z4) —2(0)| <
gy |p(xa) — 1] < & si @ = ap. Entonces hay una red de ¢(C) que w*-tiende a z, por lo que
zeC)”

Sea x € C. Sean z, € C con ev,, 8 2. Tenemos ev, — eV, B ev, — 2. Sea ¥y € X*™* con
[ol| = 1y ¢o(evy—2) = |lev,—z]|. Seatp € X* con ||¢] < 1y |evy(evy—2)—to(ev,—2)| < €.
Entonces ¢(z) —2(¥) 2 |lev, —z||—e. Ahora como ev, —ev,, 5 ev, —z, sigue que 1 (x—1x4) —
Y(x) — 2(¢¥). Ahora ¥(z — z,) < ||z — .|| < €, y tomando limite ¥ (z) — 2(¢)) < e. Luego
llev, — z|]| —e S ey |lev, — z|| = 2e.

Entonces para todo € > 0 hay x € X con |lev, — z|| £ €. Armamos una sucesién x,, con
llev,, — z|| < %, es de Cauchy, luego converge a x € X que va a tener que cumplir ev, = z.
Listo.

Ejercicio 57. Si X,Y Banach, X reflexivo, y T : Y — X* isometria de Y a un w*-denso en
X*, entonces T(Y) = X*, Y es reflexivo y Y* = T*(1(X)).
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Sea ¢ € X*. Sip & T(Y), hay x € X que separa ¢ de T(Y'), absurdo porque T/(Y) se supone
w*-denso en X*. Entonces para todo n hay y, € Y con | — T(y,)|| < +. Entonces y, es
de Cauchy y hay y € Y con y, — y, por lo que T'(y,) — T(y) vy ¢ = T(y). Esto prueba
T(Y) = X*. Lo otro sale.

Ejercicio 58. Si X es o-finito, L'(X)* = L.

Definimos T : L™ — L' dado por T(f)(9) = [ fg. Es lineal, |T(f)|| < ||f|l, y poniendo
g = Ligsf1—e se ve que [|[T(f)]| = | f]l- Basta probar que es sobreyectiva entonces. Sea
v € LYX)*".

Tomemos primero p(X) < oco. Definimos v(E) = ¢(1g) para E medible. Es una medida
con signo absolutamente continua, entonces por Radon-Nikodym hay f medible con v(FE) =
[ flg. Se ve que |f| < ||¢]| salvo en un conjunto nulo, por lo que f € L. Esto es porque
sino, f = |l¢l| +€en E con u(E) # 0y tendrfamos [ flgp = ¢(1g) < |l¢||w(E) pero
[ f1g = (|l¢ll + €)u(E), absurdo. Basta ver que si g € L' entonces ¢(g) = [ fg. Ahora las
simples son densas en L', asi que basta verlo para ellas via convergencia dominada, pero ahi
es obvio por linealidad.

Ahora veamos p(X) = oo. Ponemos X = J7, X,,, con X,, C X,,;; finitos. Para cada n
hay f,, medible, || fullr < |l¢ll, fu = 0 fuera de X,,, con ¢(g9) = [ fn.g para toda g € L'
con g = 0 fuera de X,,. Tenemos que f, y fm, n < m, coinciden sobre X, a.e. Tomemos
f =1im f,. Es medible y ||f|lz~ < [l¢||. Tenemos f|x, = f. a.e. Falta ver que si g € L'
entonces ¢(g) = [ fg. De nuevo basta verlo para simples y por linealidad para g = 1p, E
medible de medida finita, pero de nuevo sale por convergencia dominada partiendo por los
X

Ejercicio 59. En ¢!, f, 5 fsii f, — f.

Recordemos que los ¢ € (£')* se pueden representar como p(f) = >_.2, g(k)f(k) con g € £>°.
Supongamos que f, — f pero no f, — f. Tenemos que, pasando a una subsucesién, hay
e> 0 tal que [|fo = f| 2 € 0 502 > |fulk) — F(R)] 2 e

a(n+1)—

La idea es, pasando a una subsucesién, encontrar a(n) tal que >, 7 Yfa(k) = F(R))

concentra la norma; digamos » n;Ei) \fu(k) — f(B)| 2 ||fn — fl| — o(1). De esa man-
era si ponemos ¢(k) dado por sgn(f,(k) — f(k)) con n elegido para los k € [a(n),a(n +
1) tenemos que.[p(fy — ) w0 tiende & cero, porane llg = 1 v le(fu ~ A =

L () = SO+ Sngtamatos vy 9N al) = 00| Z S fulk) = F(R)|
zman iy U (B) = SR = [ = Il = 0(1) Z e = o(1).

Si tenemos que > ;7 [fa(k) — f(k)| concentra la norma, encontrar a(n + 1) se puede.
Entonces bastaria mostrar que dado a 'y ng siempre hay n 2 ng tal que > ;- |fa(k) — f(k)]
concentra la norma. Ahora 30”1 |f.(k) — f(k)| tiende a cero, porque es suma finita de

sucesiones que tienden a cero, que son |f,(k) — f(k)| con k fijo; éstas tienden a cero viendo

w-convergencia sobre ¢(f) = f,(k). Entonces 3.2 [fu(k) — f(k)| — || fu — I se puede
tomar arbitrariamente chico. Bueno, listo.

Ejercicio 60. Sil < p < oo, X es o-finito, entonces LP(X) es reflexivo y LP(X)* = LI(X),
con % + % =1. Sip =2, L’(X) es uniformemente convexo.
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Primero hay que probar que L? es uniformemente convexo si p = 2.

Para eso probamos la siguiente desigualdad: |s +t|P + |s — t|F < 2P71(|s|P + |t|P), vélida para
todos los reales s,t. Notar que es invariante por s — —s, t — —t y (s,t) — (¢, s), por lo que
podemos tomar s = t = 0, y queda (s+¢)? +(s—t)? < 2771 (s +¢P). Notar que es homogénea,
por lo que podemos tomar ¢ = 1, por lo cual es f(s) = (s +1)P + (s — 1) =277 1(s» +1) £ 0
para todo s = 1. Tenemos f"(s) = p(p — 1)((s + 1)P2 + (s — 1)P72 — 2(2s)P7%) < 0,
porque s +1 < 25, s —1 < 25y (s+ 1)P72 < (25)P72, (s — 1)P"2 < (25)P"2. Ahora
f(s)=p((s+ 1)1+ (s—1)P1 —(25)P~ 1) y f(1) =0, por lo que f' <0, f es decreciente y
f(s) = f(1) =0, como querfamos.

Ahora si ||f|l,lgll £ 1y [I3(f+ g) < 1—4, con la desigualdad obtenemos ||f — g|| <
2(1 — (1 —6)P)V/7, listo.

Ahora lo terminamos usando el ejercicio anterior con T : L9 — LP* dado por T(f)(g) = [ fg.
Hay que ver que | T(f)|| = ||f||- La desigualdad | T(f)| < ||f|| es obvia. Para la otra ponemos

g = |1/17YF. Tenemos |lg|leo = (f [ /]I~ LEP)Y2 = [ FI77 (LI D0) e = | £ |1 £1]7 =
1. Y tenemos T(f)(g) = [ g = IFI75 J 7122 = 71511 = 1If], hsto. Ahora hay que
ver que T'(LY) es w*-denso en LP. Basta ver que separa puntos. Si f,g € LP son distintas,
hay E C X, 0 < u(E) < oo (lo segundo por o-finitud) con [,(f —g) # 0. Entonces T(1g)
separa. Listo.
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1.6 Banach-Alaoglu, Krein-Milman y teoremas de punto fijo

1. (Alaoglu) Si X normado, B* = {f € X* | || f|| £ 1} es w*-compacto.

La restriccion a B = B(0, 1) mete a B* en DB, donde D = {x € F | |z| £ 1}, con la topologfa
producto, de manera homeomorfa (eso es la topologia débil*). Ahora B* se ve que es cerrado
en DB,y D? es compacto por Tychonoff, asi que B* es compacto, listo.

2. Un conjunto extremal de un convexo K es un subconjunto F' C K tal que si Az+(1—\)y € K
con 0 < A < 1 entonces z,y € F. Un punto extremal de K es un punto x € K tal que {z} es
un conjunto extremal. Llamemos ext K al conjunto de puntos extremales y co(X) a la cdpsula
convexa de X.

3. (Krein-Milman) Si X es EVT, X* separa puntos, K es convexo compacto entonces
K =to(ext K).

Primero que ext K # &. Por Zorn sobre la inclusiéon al revés entre los conjuntos extremales
cerrados no vacios hay un maximal M. Si M tiene dos puntos, sea ¢ € X* que los separe.
Sea my, = max{Reyp(z) | x € M}y M, = {x € M | Rep(xz) = m,} # @ es un conjunto
extremal de M, por lo tanto de K (si z,y € K, e + (1 - Ny e M, C M, z,y € My
x,y € M,), y por maximalidad es F'. Entonces Re ¢ es constante; hago lo mismo con Im ¢ y
obtengo contradiccion. Entonces M = {z} y x € ext K.

Ahora C' = co(ext K) C K es compacto convexo. Si xg € K no estd, por HBG3 hay
v € X* con méx{Rep(z) | z € C} < Rey(xy). Entonces si m = méx{Rep(z) |z € K} y
M ={z € X |Rep(z) =m}, M NC = @; ahora M es extremal compacto y por lo anterior
hay x; extremal de M y extremal de K, luego x; € C, absurdo.

4. Sea X es EVTLCH, K es convexo compacto, F' C K con K = ¢o(F), entonces ext K C F.

Basta probarlo para F' cerrado. Sea a € ext K con a ¢ F. Hay una seminorma || || con
Fn{z||lz—all <1} =@. Seald = {z | ||z|| < 5}. Se tiene (a +U) N (F +U) = @. Hay
finitos 1, ..., x, con F C |J;_,(x; +U) por compacidad. Sea K; = ¢o(F N (x; +U)); entonces
K, Cx;+Uy K; C K; como los K; con convexos compactos vale co(|JI_, K;) = co(lJ_, K;).
Entonces a es combinacion convexa de tipos de K;; entonces a estd en algin K; ya € FF'+ U,
absurdo.

(Markov-Kakutani) Si X es un EVT, K # & un convexo compacto y F una familia
abeliana de transformaciones afines continuas K — K, entonces hay xy € K con T'(xg) = xo
para toda T' € F.

SiT € FdefinoT™ : K — K como T™ = 15"~ Tk Si S, T € F vale ST = 7m g,

Por propiedad de interseccién finita ()rer T™(K) es no vacio, porque Tl(" v T(np (K) C
n=21

T(ni)(K) para cada i. Sea g € (rer TW(K). SiT € F,n 21, hay x € K con zy = T™ (x);

n=1

i );
entonces T'rg — xg = %(Ta:+~--+_T”x) — L@+ + T ) = L(Tr —2) € 2(K — K).
Por compacidad T'(zg) = o, listo.

6. (Hahn-Banach invariante) Si X espacio normado, Y subespacio, f € Y*, F C L(X, X)
tal que T(Y) C Y, ST =TSy foTl = fsi S, T € F, entonces hay f € X* con fly = f,
1fl=1flly foT = f para todo T € F.

Asumo || f|| = 1 wlog. Pongo K = {p € X* | [|¢|| = 1,¢ly = f}, no vacio (HB), convexo y
w*-compacto (Alaoglu). SiT € F, T : K — K dada por T'(¢) = poT es afin w*-w™* continua.
Las T cumplen las condiciones de Markov-Kakutani, asi que hay f € K con f ol = f , listo.

29



7. Lema. Si X es EVTLCH, K C X w-compacto convexo y separable, || || seminorma, ¢ > 0,

entonces hay C' C K cerrado convexo tal que C' # K y diam(K N C) = sup |z —y| <e
z,ye KNC

Sea B ={r € X | [|z[| £ {}. Como K es separable, hay {a, }nen con K C |, cn(B+an). Sea
E=ext K . Vale E C K, asi que es w-compacto y E = |J,,.n(£N(B+ay)). Por Baire sobre
E (vale porque es w-compacto Hausdorff) hay n € N tal que E N (B + a,) tiene w-interior
no vacio, o sea hay W w-abierto con @ # WNE C EN(B+y;). Sean K1 =co”(E~W)y
Ky =co”(ENW). Por Krein-Milman K = ¢o*(K;UK),) y por w-compacidad = co(K;UK)).
Afirmo que K; # K (si K = @“(E~W), extx K ¢ E~XW' = E~ W, absurdo). Afirmo

que diam(Ks) < § (obvio).

Sea F': Ky xK3x[0,1] — K dado por F(xy,x9,t) = tz1+(1—t)xe. F es continua y suryectiva.
Defino C, = F(K; x Ky x [r,1]), que es w-compacto convexo. Afirmo C, # K sir > 0 (si
C,=K,ecextK,e=tx;+(1—t)xy, e = x1,ext K C K7 y K = K3, absurdo). Terminamos
si encontramos r con diam(K\C,) < e. Siz,y € K\NC,, x = tr;+(1—t)xe, y = t'y1 +(1—t")y
con t,t’ € [0,7). Tenemos ||z —xs|| = |[tz1+ (1 —t)zy —23|| = t||x1 — 22| < tdiam(K) S rD, e
igual ||y —ya|| = 7D. Ahora ||z —y|| < ||x — 22| + ||z — vol| + |y — y2|| £ 2rD +diam(K,) < e

i . 1
sir < 5, listo.

8. (Ryll-Nardzewski) Si X es un EVITLCH, K # @ convexo w-compacto, F un semi-
grupo de t afines K — K w-continuas no contractivo (viz si x,y € K, z # y entonces
0¢{T(x)—T(y) | T € F}), entonces hay un xy € K con T'(xy) = zg para toda T € F.

Basta verlo para JF finito, por propiedad de interseccion finita. Sean Ti,...,T, € F y
T = %Z?:l T;; por Markov-Kakutani hay zy con T(xo) = xg. Supongamos que hay 7; con
T;(xo) # xo; podemos asumir que para todos vale T;(xg) # xo (si para 11, ..., T, vale y para
Tyi1, ..., T, no, formamos 17" = %Z:Zl T; y es una cuenta ver que T’(xo) = x9). Tomamos
S como el subgrupo generado por los T;; es numerable. Entonces K = ¢o{T(z¢) | T € S} es
separable w-compacto convexo. Como F es no contractiva, hay una seminorma || || y une > 0
con (VT' € F)||T(T;xo)—T(x0)|| 2 € paratodoi € [1,n]. Usamos el lema anterior sobre K, | ||,
¢ y obtenemos C' C K cerrado convexo con C' # K y diam(K \ C) < e. Entonces hay S € §
con S(zo) € K\ C. Tenemos S(zq) = ST (wo) = S(2 30 Thiwo) = 2370 | S(Tywo) € K\ C;
como C' es convexo, algin término estd en K ~\ C, es decir, hay T; con S(T;xy) € K \ C;
pero entonces S(zo) v S(Tizg) € K N C, y ||S(Tizo) — S(z0)|| < €, contradiciendo que
(VT € F)|T(Tixo) — T(xp)|| = € para todo i € [1,n]. Listo.
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Ejercicio 61. Probar que todo Banach X es isométrico a un subespacio cerrado de C'(K), con
K compacto Hausdorff.

Que K sea B* = {f € X* | ||f|| £ 1} con la topologia débil* y la isometria sea 6 : X — C(B*)
dada por 0(z) = ev,. Claramente 0(x) € C(B*), 0 es lineal, ||0(z)| = sup |f(x)| = ||z| por
feB

HB, asi que 0 : X — 0(X) es isometria. Bastaria ver que #(X) es cerrado. Pero si: si

0(x,) — @, si e >0 vale sup |f(x,) — f(xn)]| < €sin,m = ng, luego ||z, — x| <€, (x,) es
feB

de Cauchy, converge a z y listo.

Ejercicio 62. Sea X Banach reflexivo. Probar que.

a) Para todo ¢ € X* hay z € X con p(z) = ||¢||||=]-
| Por HB hay f € X** con ||f|]| =1y f(¢) = |l¢||. Como X reflexivo, f = ev, y listo.
b) Para todo subespacio cerrado Sy x € X hay y € S con ||z — y|| = d(z, 5).

Sea d = d(z,S). Sea y, una red con || — y,|| — d. Tenemos ||y,|| =< ||z]] +d+1 = M si
a 2 ay. Como X es reflexivo, B(0, M) es w-compacto. Entonces hay una subred convergente:
Yo — 1. Como S es cerrado, es w-cerrado v y € S. Tenemos = — y, — = —y. Sea f € X* con
IfIl =1y f(z—y) = [z =yl (existe por HB). Tenemos f(z —ya) = f(z —y) = [z —y]|.
Dado e > 0,sia = ap vale f(x —yo) 2 |lz—y|| — 6 alavez f(r —yo) S ||z —yul| Ed + ¢
entonces d + € 2 || — y|| — € para todo € > 0; en el limite obtenemos d = ||z — y||; ahora
d= ||z -yl y d= ||z —y|, como queriamos.

Ejercicio 63. Si X Banach es separable o reflexivo entonces toda sucesién acotada en X*
tiene una subsucesién w*-convergente.

Primero si es separable. Pero la topologia débil* es metrizable, asi que Alaoglu y listo.

Ahora si es reflexivo. Sea ¢, la sucesion. Sea S = (¢,,) con la topologia de la norma, que es
separable. Como X reflexivo, S reflexivo. La sucesion metida en S** tiene una subsucesion
©n, WHr-convergente a ¢ € S por lo anterior, lo cual quiere decir que para todo f € S* vale
f(@n,) — f(p). Ahorasea z € X. Tenemos ev, € S*, luego ¢, (z) = ©(¥) y ¢n, — @, como
queriamos.

Ejercicio 64. Si X es Banach de dim infinita separable o reflexivo entonces existe ¢, € X*
con |l¢n|| = 1 tal que ¢, 0.

Si X es separable, X* con la top™ es metrizable. Entonces hay una base numerable de
entornos de 0. En cada uno hay alguien de norma 1 por dimensién infinita, listo.

Si X es reflexivo, sean {x, },en vectores li y S = (x,,) es separable, por lo que (extendiendo
con HB) hay ¢, € X* con ||pn|s]] =1y ¢n(z) = 0sixz € S. Ahora por lo anterior pasando a
una subsucesién tenemos @, = ¢, con ¢ € X*. Se ve ¢|s = 0. Entonces 1, = ¢, — ¢ cumple
Un B0y |||l = 1, porque ¥n,|s = ¢n|s. Entonces % cumple lo pedido.

Ejercicio 65. 5i .5 C X es un subespacio cerrado de un Banach separable y T': S — ¢ lineal
acotada, entonces hay una extension continua 7" : X — ¢o con ||T|| < 2||7||.

T = (0n(2))n, con @, € S*, [|T|| = sup ||onll, ¢n = 0. La idea serfa encontrar ¢, € X* con
Puls = @n, con @, =0y [|nll < 2[lpnll-
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Sea {z }ren un denso numerable de X.
Sea m: X — X/S la proyeccién a X/S.

Voy a construir una secuencia s, € S. Pongo s; = 0. Si m(xpy1) € (w(x1),...,7(zk))

entonces pongo Sgr1 = 0. Si m(zgs1) € (w(21),...,7(xx)) entonces hay a; € F con m(zgi1) =
k k

Yo aim(x;) y pongo spr1 = » ., (ax; + 8;) — Tpa.

Dado n tomo por HB una extensién ¢, € X* de ¢,, con ||@,|| = [|¢nl|-

Para cada k € N voy a definir una funcién lineal ¢y, : (mw(x1),...,m(xx)) — F de manera que
para cada i € [1, k] vale ¢y (m(x;)) = Pn(x;) + ©n(si). Empiezo con ¢; dada por ¢y (n(z;)) =
&n(r1) + @n(s1). Luego dada vy, defino ¢4y asi. Si w(xpy1) € (w(x1),...,7(xy)) extiendo
Vg1 poniendo Yy (T(2411)) = Pn(Trs1) + @nlSpe1) v listo. Siw(@pr1) € (w(z1), ..., w(2)),
1 = Y y hay que comprobar que Ypi1(m(2k11)) = Pn(Trr1) + ©n(Sky1). Ahora si
T(@he1) = Yopy aim(@i), Ve (Ch aim(z:) = Sob ) aiten (m(2:) = 3o ai@alzi) +

n(3:)) = P (@i + 51) = Gu(@rer + $41) = Gu(@r1) + @a(sie1), como querfamos.

Ahora extiendo w" a 1/}7/1 € (X/S)* y defino &n = @n - 1% oT. Tengo Q/P;n|S =%ny in(xk) =
©n(sk) para k € [1,n]. Entonces v, 3 0.

Ejercicio 66. (Martingalas) Sea F,, /* F una sucesion creciente de o-dlgebras sobre un
conjunto X, p una F-medida y u, = u|z,. Para cada n hay una variable aleatoria JF,,-medible
X, de manera que E(X,1|F,) = X,. Sip > 1y E|X,|” es acotado entonces hay X con
X, = E(X|F,).

La condicién dice que para todo S € F, vale E(X,111g) = E(X,1g). Para cada S € F
vale que E(X,1g) es eventualmente constante, igual a E(X;1g) tal que S € Fi. Tenemos
que LP(X) es reflexivo. Entonces X,, tiene una subsecuencia w-convergente X, — X. En
particular para todo S € F vale E(X,, 1s) — E(X1g), o sea que E(X1g) = E(X,1s) para
todo S € F, y X,, = E(X|F,), como querfamos.

Ejercicio 67. Si X es compacto Hausdorff y P(X) es el espacio de las medidas de probabilidad
(por Riesz subconjunto de C'(X)* de las u positivas con pu(1) = 1), es convexo w*-compacto y
sus extremos son las medidas de Dirac 0,(f) = f(z).

La bola unitaria cerrada en M(X) (como C(X)*) es w*-compacta y P(X) es un subconjunto
cerrado convexo.

Sea u extremal. Supongamos que hay A boreliano con 0 < pu(A) < 1. Entonces u(E) =
WENA) + (BN A = p(A)ipmn(ENA) + (1= u(A) sa (B N A, asi que p(E) =
mu(EﬂA) y u(A) = 1, absurdo. Entonces para todo boreliano A vale p(A) =00 u(A) = 1.
Supongamos que para todo x € C' vale u(x) = 0. Entonces por regularidad hay abierto U,
con x € U, y () = 0. Por compacidad se puede cubrir X con finitos de esos abiertos,
asi que p(X) = 0, absurdo. Entonces hay x € X con p(z) = 1, listo. Reciprocamente si

w(x) =1y pu= A+ (1 — Ay, evaluamos en {x} y listo, son d, tb.

Ejercicio 68. (Banach-Stone) Si X,Y son compactos Hausdorff y hay una isometria 6 :
C(X) — C(Y) entonces X e Y son homeomorfos.

Es obvio que ¢ : C(X)* — C(Y)* dada por £(p) = @ o 6! es una isometria. Entonces
hay una isometria & : M(X) — M(Y). Creo que se ve que los extremales de M;(X) =
Bx)(0,1) son los ¢d,, || = 1. Tenemos que &|uq, (x) 1 Mi(X) = M;(Y) manda extremales
en extremales, asi que dado x € X hay f(y) € Y con {(0;) = cdfu) con |[c] = 1. La
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f X — Y es biyectiva. Veamos que es continua y con eso terminamos. Si x, — x, tenemos
0o = 02, ¥ luego (es casi obvio) £(8,,) > £(0,) asf que cad () — cdf(x). Supongamos que no
f(zo) — f(x). Entonces pasando a una subred hay un entorno U de f(z) con f(z,) € U
para todo a. Por compacidad de Y pasando a una subred tenemos f(z,) — ¥y ¢o — .
Entonces ¢, () — 0, y por Hausdorff vale /6, = cdf(,), por lo que y = f(z) y en U hay
algiun x,, listo.

Ejercicio 69. (Bikhoff-Von Neumann) Las matrices cuadradas de nimeros no negativos
tales que los nimeros de las filas y los niimeros de las columnas suman 1 son combinaciones
convexas de matrices de permutacion.

Krein-Milman y compacidad y dimensién finita dan que basta ver que los tinicos extremales
son las permutaciones. Entonces hay que ver que si A tiene ij con 0 < A;; < 1 entonces
se puede descomponer convexamente. Dado ¢7 hay ik con 0 < A < 1y lj con 0 <
Aj; < 1; pongo f(ij) = ik y g(ij) = lj. Dado ij con 0 < A;; < 1 tomo la secuencia
ij, f(i5),9f(ig), faf(ij),gfgf(ij),.... Por finitud hay un ciclo ahi adentro, asi que puedo
tomar que ij, f(i5),..., f<(fg9)*(ij) es un ciclo simple, con € € {0,1}. Si € = 1 saco el dltimo
y lo meto donde esta ij. Sea ¢ el minimo de A,,, con uv sobre el ciclo. Entonces a los
de posiciones pares les sumo § y a los otros —¢, y sigo teniendo una matriz doblemente
estocastica B. También si le sumo —¢ a las pares y 0 a las impares obtengo una matriz ds
C,ytengo A = %B + %C’ . Listo. Que las permutaciones son extremales es obvio.

Ejercicio 70. Decimos que f : Z? — R es arménica discreta si f(m,n) = 1(f(m,n + 1) +
f(m+1,n)+ f(m,n—1)+ f(m—1,n)). Demostrar que toda funcién arménica discreta acotada
es constante.

Sea K el conjunto de las funciones armoénicas discretas f € ¢*°(Z?) con || f|| < 1. Ten-
emos (*(Z*) = (Y(Z*)*, asi que K es convexo w*-compacto y Krein-Milman dice que
K = co(ext K). Supongamos que f € K es extremal. Tenemos f(m,n) = (f(m,n +
1)+ fm+ 1,n) + f(m,n — 1) + f(m — 1,n)), asi que por ser extremal vale f(m,n) =

f(m,n+1)= f(m+1,n)y f es constante. Listo.

Ejercicio 71. Sea X compacto Hausdorff con T': X — X continua.

a) Sea Pr(X) el conjunto de las p € P(X) T-invariantes, o sea u(f) = u(f oT), o sea
w(E) = p(T7Y(E)). Probar que Pr(X) # @.

Primero hay que probar que u(f) = u(foT) sii u(E) = p(T7YE)). Si u(f) = u(foT)
hay que sacar de acd pu(lg) = u(lgoT) = p(lp-1(p)). Aproximamos 1g por f, € C(X)
puntualmente por Urysohn y fo,oT — l1goT también, listo. Si u(E) = u(T~'(E)) entonces
w(lg) = p(lg oT), aproximamos f puntualmente por simples y listo.

Ahora sea T : P(X) — P(X) dado por T'(u)(f) = u(f oT). Veamos que es bien definida,
w¥-w* continua y afin. Hay que ver que T'(u) € P(X); ahora T'(u) = 0 es obvioy T'(u)(1) =
pw(loT) = pu(l) = 1, listo. Que es w*-w* continua es obvio: si pu, —p y f € C(X),
T(1)(f) = palf ©T) = p(f 0 T) = T()(F) v Tlpta) S T(1r). Que es afin s obvio
T Xipti)(f) = Qi Npi)(f 0 T) = Dy daptalf 0 T) = 5 MT (i) (f). Entonces como P(X)

es w*-compacto convexo, por Markov-Kakutani hay p con T'(u) = p o sea pu(f) = u(f oT).
Entonces Pr(X) ={p € P(X) | T(u) = p} # &, como queriamos.

b) Supongamos que 7' es biyectiva. Una p € Pr(X) se dice ergddica sii (A A T(A)) =0
implica p(A) es 0 o 1. Probar que hay medidas ergddicas.
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Pr(X) es convexo w*-cerrado (cuenta), luego w*-compacto, luego por Krein-Milman tiene
extremales. Sea p extremal. Supongamos que A cumple pu(A A T(A)) =0y 0 < p(A4) < 1.
Sean 1 (F) = ﬁu(E NA)y u(E) = ﬁ,u(E N A°). Veamos que iy, i € Pp. Ahora
W(A)a(T(E)) = p(T(E) 1 A) = p(T" (B) N T-T(A))) = (T (ENT(A))) = p(E
T(A) =uw(ENA) = pu(A)u (E), porque A es igual a T(A) salvo un conjunto nulo; igual con
po. Ahora = p(A)uy + (1 — p(A))pe, absurdo. Entonces u es ergddica, listo.

Ejercicio 72. Si G es un grupo abeliano, hay u : 2¢ — [0,1] tal que p(EU F) = u(E) + u(F)
siENF =0, u(E+a)=pE)siae Gy uG)=1.

Es aplicar Hahn-Banach invariante a X = (°(G), Y = (1g), (a G) = a, y la familia de
operadores T,(g(z)) = g(z — a). Se obtiene f € (*°(G)* con 1l = (lg) =1y f(T'(9) =
f(g). Ponemos p(E) = f(1p) y tenemos: p(G) =1, |u(E)| = 17 WEUF) = (ﬂEuF) =
F(Le+15) = F(15)+ f(Ie) = ju(E)+u(F) st ENF = 2, luego 1 = u(E) +u(E¥) < u(E) +
y u(B) € 0.1, ¥ 1B +a) = F(Lpsa) = [(Tu(15)) = f(Lg) = p(E). Listo.

Ejercicio 73. Si G es un grupo compacto, hay una tinica medida de Haar, esto es, una medida
positiva boreliana en G' con pu(G) = 1, u(U) > 0 si U abierto y u(E) = p(aF) = p(Ea) =
wE Y sia€G,EeB.

Por Riesz hay que encontrar I € C(G)* positivo tal que I(1g) = 1, I(1y) > 0 si U abierto,
y 1 =T,1I)=T%)=T(I), donde T,,7*, T, : C(X)* — C(G)* son isometrias dadas
por To(¢) (f(2)) = ¢(f(an), TU@)(f(2) = p(f(za)) ¥ Ta(@)(f(x)) = ¢(f(z)). Sea
K ={peCG)||l¢ll £1,¢ = 0}; es w*-compacto convexo. Se ve que basta con encontrar
I € K punto fijo de todas las T,, 7% T ;. Tomo F el semigrupo generado por T,, T T i;
es un semigrupo de isometrias. Hay que entrar en las hipdtesis de Ryll-Nardzewski y listo.
Tenemos w*-compacidad en vez de w-compacidad asi que a C'(G)* pongamosle la topologia
débil* (ahi la topologia débil es la topologia normal). Falta que la familia no sea contractiva, o
seaque 0 & {T(p) —T() [T € F} sip +# 1 ambas en K. Ahora los elementos de F son de
la forma T<, T, T" con e € {0,1},a,b € G. Entonces si 0 € {T'(¢ — ) | T € F}  hay una red
T T, T (p — 1)) 22 0. Por compacidad de G, pasando a una subred, hay ¢ € {0,1},a,b € G
con €, — €, G — @y by — b. Veamos que TT,. Tt (p — 1)) BT, T, T°(p — 1); después
por Hausdorff y que las cosas son isometrias hay absurdo. Hay que ver que ¢(f(aqxby)) —
o(f(axb)) y que o(f(b3'z ™ az")) = @(f(b~'2 7 a™")), y también para ¥; por Riesz ¢(g) =
[ gdp y por convergencia dominada basta ver que f(aazb,) — f(axzb) puntualmente, lo cual
sale por continuidad de f. Listo.

Falta unicidad. Ahora si p, v son medidas de Haar [ f(x)d = J{ ff w(x)) dv ( ):
J(J fy) dp(x)) dv(y) = [([ fzy) dv(y)) du(z) = [(] fy) )d ffy v(y
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1.7 Espacios de Hilbert

1. Un espacio pre-Hilbert es un F-ev H con una aplicacién (-,-) : H x H — T tal que
(& +9,2) = (2,2) + (9,2), {az,9) = alz,y), (@,5) = (.2}, (z,2) = 0 con igualdad sii z = 0.

Se define || - || : H — Ry por ||z|| = /(x,z). En un pre-Hilbert vale Cauchy-Schwarz:
|{(z,y)| = ||z|||ly]] con igualdad sii hay A € F con z = Ay. Entonces || - || es norma y H es

normado. Se dice que H es un espacio de Hilbert si es pre-Hilbert Banach.

Hay que probar CS. Ahora {(x — Ay,x — A\y) = 0 con igualdad sii z = \y. Esto da ||z]]* +

M2 yI1? = Oy, z) — (2, hy) = 0y ||lz])? + IA2ly]l? = 2Re Mz, y). Con X ﬁ obtenemos

H.T||2—|—ﬁ”y”2 > 2. Es una cuadrética positiva, luego B2 —4AC < 0y [{z,y)] < ||z|||ly]],
listo.

2. Polarizacién: (z,y) = %23:0 i/||z+i7y||*. Pitdgoras: si x Ly, es decir (x,y) =0, |z+y|* =
|z]|> + [|ly||*>. Paralelogramo: ||z + y||* + ||z — y[|* = 2(||=||* + [|y||*). En particular H es
uniformemente convexo, por lo que todo convexo cerrado tiene un unico elemento de norma
minima. En particular si S es subespacio cerrado y x € H hay y € S tnico, que llamamos
proyeccion de x en S o prg(x), con ||z — y|| minima; vale (z — prg(z),y) = 0 para todo y € S.

Siy=nprg(z), z €8, |z —y+ || = ||z — y||> + [M?||z]|*> + 2Re Xz — v, z) es minimo

con A = 0. Poniendo A € R esto se minimiza en —Reﬁ‘xzﬂé”’z y Re(x — y,z) = 0. Poniendo

A € iR, la cosa se minimiza en —% y Im(z — y, z) = 0. Entonces (z — y, z) = 0, como

queriamos.

3. Si S es subespacio cerrado, St = {y € H | (Vz € S){(z,y) = 0} es un subespacio cerrado,
el complemento ortogonal de S. Tenemos H = S & S+ dado por x = prg(z) + (z — prg(z)), y
St =g.

4. Una conjunto {e; };cr se dice ortonormal si (e;, e;) = d;5; base ortonormal si (ey)nen denso.
Bessel: si € X vale Y, ;|[(z,e;)|* < ||z]|* (Bessel). En particular {i | (z,e;) # 0} es
numerable.

Por definicién Y, |(z, e;)[* = JCSIUﬁp.t Dieslm e’ Sty = Pricy,e, (T) = Xoic; i€,
nito

(y,e) = ai, [yl* = iy l{w,eq)? por Pitdgoras y [z]* = [lylI* + [l — y|* 2 llyl]* =
> ey [{x, e)|?, también por Pitégoras, listo. Ahora si {i | (z,e;) # 0} fuera no numerable,
habria n € N con {i | [(z,¢;)| 2 1} infinito, y Y., [{z, €;)|> = oo, absurdo.

Parseval: si {e; }icr es base ortonomal y x € X entonces x = >, (z,e;)e; y ||2]|* = D, [(2, e:)]?.

Por Bessel ), (z, €;)e; es numerable y converge absolutamente a y. Tenemos (z —y, e;) =0
sii€l,luegox —y € (e;)t =0y x=y.

Gram-Schmidt: si {x,}ae, €s li, con w ordinal, hay {e, }aec., ortonormal con (€4)acw = (Ta)acw
para todo @w < w.

5. Riesz: si T' € H*, hay y € H tnico con T'(x) = (x,y); ademés ||T|| = |ly||-
Sea y € (ker T)* con T(y) # 0. Entonces H = (y) @ ker T. Tenemos T'(x) = T(Ay + o) =
MT(y) = T8 My, y) = T8 Ay + 20, 9) = (2, 559).

6. Lax-Milgram: si a : H*> — R es bilineal continua y coerciva (hay ¢ con |a(z,z)| = c||z]]?)
entonces y — a(—,y) es una biyeccion H — H*.
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Por Riesz hay T € B(H) con a(z,y) = (z,Ty). De que a es coerciva sale ||z||[|Tz| =

(z,Tx)| = |a(z,z)| Z c||=||* y |Tz|| = ¢||z||, de donde T'(H) es cerrado y T es inyectiva. Si
T(H) # H hay x € H no nulo ortogonal, luego (z,Tz) =0y x = 0, absurdo. Entonces T es
biyectiva y listo.
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1.8 Operadores en espacios de Hilbert

1. Adjunto: si T' € B(H, K) hay un tnico T* € B(K, H) con (Tx,y) = (x,T*y) para todos
z,y € H. Vale (T'+ S)" =T*+ 5%, (aT)* =aT*, T =T, (TS)" = S*T*, |T*|| = |T| ¥
17T = |77

Dado y, * — (Tx,y) estd en H*  luego por Riesz hay T*y con (T'z,y) = (z,T*y). Se
ve que es lineal, y ||T*z|* = (T*x, T*z) = (TT*x,z) < | TT*z|||z|| < ||T|T*=|||z| vy
|T*z|| = ||T|||z]|, con lo que T* € B(K,H). Tenemos (T*x,y) = (x,T*"y) = (x,Ty) y
T =T, porlo que [T < |T*|| y |T*|| = |T||. En ||T*2|* < |TT*z|||z|| = |T]||T*z]|||=
hacemos tender ||[T*z| a ||T|| con ||z| = 1 y por sandwich obtenemos || TT*|| = ||T||?, listo.

2. Vale ker T* = T(H)*. Equivalen 1) T inversible, 2) T* inversible, 3) hay M > 0 con
|Tx|| =2 Mlz|| y [T*z|| =2 M|z||, 4) T y T* inyectivas, T(H) cerrado, 5) T inyectiva y
T(H)=H, 6) T, T" suryectivas.

Siy € kerT*, (Tz,y) = (x,T*y) =0y y € T(H) ;siy € T(H)L, 0 = (Tz,y) = (x,T*y)
y € kerT*. T inversible es kerT' = 0y T(H) = H. Implica T*(H) = H y ker T* = 0;
para ver que T es inversible basta ver que T  (H) es cerrado; si T*z, — ¥y, |0 — 2p|* <
IT Y zn — 2|1 T* (20 — z) || ¥ |20 — ]| S || T ]€ si n, m grandes, luego x,, es Cauchy,
converge a x y y = T*z, listo 1 < 2. 3 implica kerT =0y T(H) = H; se ve que T'(H) es
cerrado y listo, 1 < 3, e igual 4, 5 y 6.

3. Definiciones: T' € B(H) es

1) Normal si T*T = T'T*.

2) Autoadjunto (o Hermitiano) si T = T*.

3) Isometria si T*T = id o sea (Vz)||Tz| = ||z||.

4) Unitario si T*T = TT* = id (isometria suryectiva).

5) Positivo si T'=T* y (T'z,z) = 0; se escribe T' 2 S sii T' — S positivo.

6) Proyeccién o idempotente si 72 = T

7) Proyeccién ortogonal si T =T*y T? =T

8) Isometria parcial si hay subespacio cerrado W con T'|y isometria y T'|yo = 0 sii U*U es
proyeccion.

4. SiF = C, vale (z,Ty) = }12?:0 i (x + iy, T(x +y)). SiIF =Ry T es autoadjunto vale
(x, Ty) = 3 Z?ZO(—I)j<JJ+ (—=1)7y, T(x+ (—1)7y)). Si (z,Tx) = 0 para todoz y F =C, T = 0;
siF=R,yT=T*T=0. SiF=C vale T autoadjunto sii (x,Tz) € R para todo x.

5. T es normal sii || Tx| = ||T*x| para todo z € H.
Si T es normal ||Tz|? = (T, Tx) = (2, T*Tx) = (x,TT*z) = (T*z,T*z) = | T*z||*. Si
|Tz| = ||T*z|| para todo x € H, (x,T*Tz) = (Tz,Tx) = |Tz||* = |T*z||* = (T*z, T*z) =
(x, TT*x) y {x,(T*T — TT*)x) = 0 para todo z. Ahora T*T — TT* es autoadjunto, luego
por lo anterior es cero y T es normal.

Si T' es normal, kerT' = kerT™, T'(H) es denso sii T' inyectivo, T inversible sii 7" acotada
inferiormente, si Tx = Ax entonces T*x = Az, y si Tz = ax, Ty = by, a # b = (x,y) = 0.

Tenemos Tz = Az sii @ € ker(T' — Aid), pero ker(T' — Aid) = ker(T™ — Aid) y THr = Ar.
Para lo ultimo a{x,y) = (azx,y) = (Tx,y) = (z,T*y) = (x,by) = b{x,y) entonces a = b o
(z,y) = 0.

Si T es normal, || 17| = ||T']|™
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Tenemos ||T%"||> = |(T*)*'T%"|| = |(T*T)*"|| = |T*T||*" = ||T||*""" y vale para 2". Si vale
para n vale para n — 1, porque ||T|" = ||| < [TYIT")| 2 |T|"

6. Si T = 0 vale Cauchy-Schwarz: [(Tz,y)| < \/(Txz,z)(Ty,y).

SiS ST, A*SA S A*TA para todo A € B(H); si S 20, ||[S|| = ||T||. Sigue que T™ = 0 si
T =0.

‘ Lo primero es obvio. Lo segundo por CS: |(Sz,y)| < \/{Sz,z)(Sy,y) < /(Tx,z)(Ty,y) <

|7 st flz]l = llyll = 15 con [lz|| =1, y = ;% queda [|Sz[| < [T v S| = IT].

Si T > 0 hay un tnico operador positivo T2 con (7%/?)? = T; conmuta con todos los que
conmutan con 7.

1
171l

|I — T|| < 1. Definimos una secuencia de polinomios py = 0, pn41(t) = 1(t + pa(t)?). Se ve
que p, 1 — (1 —¢)"/? uniformemente en [0, 1]. Ademés se ve por induccién que pn41 — Py
tiene coeficientes positivos. Entonces S, = p,(I — T') converge a un operador 0 < S < 1.
Tenemos (I —p,(I —T))> = (I —=S?y (I —p,(I=T))*=1-2p,(I —=T)+p,(I —T)* =
I —2p,(I =T)+2p, (I —T)— (I —=T) — T entonces (I —S)? =Ty TY? = I — S cumple
todo lo pedido.

Poniendo T en vez de T podemos asumir wlog que I — T = 0, y tenemos por lo anterior

Unicidad: si A2 = T, A 2> 0y A conmuta con todos los que conmutan con 7', entonces
(TV? — A)(TY? 4+ A)x = 0, luego T2z = Az para todo z € S = (TV/2+ A)(H). Ahora
St =ker(TV? + A); six € St (T, 2) < ((TY? + A)z,x) = 0y TY?|g1 = 0; igualmente
Algs =0y TYV?z = Az si € S*. Entonces T2z = Az para todo = € H, listo.

SiS,T>0yST=TS,ST =0.
| ST = SY?21S'Y2 > 0.

T positivo es inversible sii T 2 el para algin € > 0. En ese caso T~! > 0, T'/? es inversible y
(TVH L =(THY2. S§iT< S, St <171

SiTZel, T> 2 1y ||Tx||? = (Tx, Tx) = (T?x,x) 2 (®x,z), | Tz| 2 €||z| y es inversible.
Si es inversible, T? = €2I; ahora T+l es inversible por lo anterior, luego (T?—€I)(T+el)™! =
0 (por el punto anterior) y 7 > eI. Que T%/? es inversible sale igual. Ahora 7' < S implica
S=12T8=12 < [y ||STVRTSY?|| £ 1; ahora ||STV2TSTVR|| = ||STYVRTYRTY2S12)| =
[S=H2TV2|? = |TV2S7V2|? (porque |TT|| = |T|]*) = [|TY2S7 T2 y TV2S' TV < 1,
por lo que S~! < T,

7. U € B(H) es isometria parcial sii U*U es proyeccién ortogonal.

Si hay W con Uy isometria y Ulyr = 0 veamos que P = U*U es proyeccién ortogonal
Plw =1id, Ply. =0. Siz € W, (U*Ux,z) = ||z|* es igualdad de Cauchy-Schwarz, luego
UUx =x;six € W, U*Uxz = 0, listo. El reciproco es obvio.

8. Descomposicién polar: dado T' € B(H) hay un tinico operador positivo |T'| tal que ||Tz|| =
||T|z|| y tal que |T| = (T*T)"/?. Es més, hay una tinica isometria parcial U con ker U = ker T
y T = U|T|. En particular U*U|T| = |T|, U*T = |T'| y UU*T =T.

Tenemos (|T >z, z) = |||T|z||?> = ||Tx|?> = (T*Txz,z) asi que por polarizacién |T'| = (T*T)/2.
Tengo kerT' = ker |T'| = |T|(H). Defino Uy en |T|(H) dado por Uy|T|x = Tx; es isometria
con T'(H); extiendo a U en |T'|(H) que queda isometria con T'(H) y luego pongo Uz = 0 para
x en ker Ty listo: U es isometria parcial y T' = U|T|.

Si T es normal, hay U unitario que conmuta con 7', T* y |T'| tal que T"= U|T.
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Tenemos T* = |T|U* = U*(U|T|U*) entonces UU* es prywzy que es prygy (porque T' es

normal) que es U*U. Entonces defino W que sea U en T'(H) y id en ker T, es unitario y
T = W|T|. Por otro lado (U|T|U*)? = (U|T|U*)(U|T|U*) = U|T||T|U* = TT* = T*T = |T|?
y U|T|U* = |T|. Entonces U|T| = U|T|U*U = |T|U, y W conmuta con |T|, Ty T*.

9. Radio numérico: dado 7" € B(H) se define como |||T||| = sup{|(Tz,z) | = € H,|z| < 1}.
Vale que || - [|| es una norma con 3| T|| < [[[T[| < ITIl, [IT*[[] = 17N> y T = T si T es
normal.

Es obvio que es una norma dominada por [|-||. Tenemos 2(T'z, y)+2(Ty, x) = (T (z+y), x+y)—
(T(z—y), x—y). Tomando médulo esto es < |[[T[||(|z+y[*+|z—ylI*) = [[IT[|12(]l«[*+]yl*) =

AT st |l=]l, ly]| < 1. Poniendo y = ”?—in obtenemos ||Tx| + MRe(TQx,@ < 2|17

Multiplicando 7' por 4/ ¥528l obtenemos || Tz + pg (722, 2)| < 2/|T)| v | T < 2/|IT]-

A su vez [(T?z, )| < 2||T|||Tx]| — [T=[|* = [|T|[[*. Si T es normal [|T*" = [T =
2[|T="|I] = 2||T[[[*". Con n — oo obtenemos ||| < [|[[T]| y [T = [|T]]], listo.
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Ejercicio 74. Si T es normal entonces ker 7" = ker T'.

(T'*Tz,x) = (Tz, Tx) = |Tx||? entonces si T*Tx = 0, Tz = 0 asi que ker T*T = ker T'. Ahora
|T*Tz|| = || T%z|| por normalidad, luego ker T? = ker T". Iterando obtenemos ker 72" = ker T'.
Ahora ker T' C ker T™ C ker T, luego si vale para n + 1 vale para n, listo.

Ejercicio 75. Sea (X, p) un espacio medida, k : X x X — F medible y a, b constantes tales
que [|k(z,y)|dy < a aey [|k(z,y)|de < b ae. Definimos K : L* — L? por (K f)(z) =
[ k(z,y)f(y) dy. Mostrar que K est4 bien definido y es un operador con | K| < v/ab.

SifeL? (K@) =[]k y)fy)dyl® = | [k y)|lf(y)]dyl* =

- ] / k() V21, )] 2 £ () dy| < / k()] dy / k)| f )P dy < a / k()1 ()2 dy.

Entonces || K f|| =

_ / K f(2)Pdr < a / k()1 ()2 dy di = / k()| () da dy < ab / ()P dy = ab] |

Listo.

Ejercicio 76. Un operador T' € B(H) se dice de Hilbert-Schmidt si hay una base ortonormal
{en}neN con ||T||12{S = ZnEN ||T€n||2 < Q.

a) Probar que esto no depende de la base.

‘ Si { f bmen e otra base tenemos [[Teul” = 3 |[(Ten fud] ¥ Scnt [ Tenll? = T S
{(Ten Jn) = e Soners s T Fn)| = Ty I T fa|2- Listo.

b) Sea (X, p) un espacio medida o-finito, k € L*(X x X) y K : L* — L? por (Kf)(z) =
[ k(x,y)f(y) dy. Entonces K es de Hilbert-Schmidt con || K |lus = ||k]| 2

Es obvio expandiendo ||k| con la base ortonormal {e,(z)en(y) }n.men, donde e, es una base
ortonormal de L2. Lo que hay que probar es que ésta es en efecto una base de L?(X x X).
Es una cuentita.

c) Si T es HS, ||T]| £ ||T|lus (fécil), es limite de operadores de rango finito (obvio con lo
anterior), si S € B(H), ST y TS son de HS (también obvio), y ker(7" — \) tiene dimension
finita (extiendo una base y uso que ||7’||us no depende de la base).
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1.9 Operadores compactos y de Fredholm

1. T : H — K es de de rango finito, T € By(H,K), si dimrgT < oo; es compacto, T €

By(H,K) si T(B(0,1)) es compacto; vale By C By C B. Equivale T' compacto, T(B(0,1))
totalmente acotado, 7" es limite de By, T'|5 es w-norma continua. By es un ideal, 7' € B sii

-----

en>TH = sup |Agl.

k>n

.....

2. SiT € B(H), A € C se dice autovalor de T si ker(T'— X) # 0; sea 0,(T'), el espectro puntual
de T, el conjunto de autovalores de T. Si T' € By(H), A € 0,(T), A # 0, ker(T — \) tiene
dimensién finita.

Si ker(T' — \) tiene dim infinita, hay e, ortonormal con Te, = Ae,, hay una subsecuencia
convergente y e, — Ae,1 — 0, absurdo.

3. (F=C)SiT € By(H) es normal es diagonalizable, o sea Tx = >, ; A\i(x,€;)e; con {e;}
ortonormal.

Primero, lema: si T' € By(H) es normal, (T'z,z) es w-continua en B, luego tiene maximo; vi-
mos que sup [(T'z, z)| = ||T||, luego hay = € B con |(Tx,z)| = ||T||, lo cual es igualdad en CS,
zeB

Tx = Az y |\ = ||T|. Ahora Zorn sobre los sistemas ortonormales de autovectores {e;} ten-
emos uno maximal; sea P = prrv; TPx =T (3 (z,€;)e;) = Y T({z, e)ei) = 3 (x, e) Niey =
Sw, eides = S (x, T e;)e; = S (Tw, e;)e; = PTx; entonces TP = PT y (1— P)T es normal
y compacto; si P # 1, (1 — P)T = 0 y cualquiera de norma 1 de (1 — P)(H) aumenta {e;}
o (1= P)T # 0y por el lema sobre (1 — P)T también aumentamos {e;}; entonces P = 1y
Tw =7 Nz, e)e;.

4. SiT € Bo(H)y f: 0,(T) = C con f(A\,) — 0, definimos f(7T") como > f(\)(x,ei)e;, v
f = f(T) es un morfismo de *-algebras.

5. El dlgebra de Calkin es B(H)/By(H). Un operador se dice de Fredholm si es inversible en
el dlgebra de Calkin; la clase se denota F(H). T € F(H) sii dimker T < oo, dimker 7* < 0o y

T(H) es cerrado

SiT e F, dimkerT < oo sale porque dimker((ST — 1) + 1) < oo porque ST — 1 compacto.
Sea A € By con ||A— (ST —1)|| < 3; tenemos que si z € ker A, ||S|||Tz| = ||STz| =
|(14+ST—1-A+A)z|| = ||z||—3|lz|| v T(ker A) es cerrado; ahora T'(H) = T'(ker Adker AL) =
T (ker A) + T'(ker A*), que es cerrado + dim finita, cerrado. Reciproco: Tengo que T|yerrt
es biyectiva ker T+ — rg T, luego tiene inversa continua S que extendemos con S gt =0y

tenemos ST =1 —pry, 7 v TS =1 — prig, =

6. Si T € F(H) se define el indice de T' como indT = dim ker T" — dim ker T™*.

7.51T € F, A€ By, ind(T+ A) =indT.
Primero, T € F sii hay subespacios cerrados Hy, Hy con dim Hi-,dim Hy < oo y pry, T|m,
es inversible, y ind T = dim H{" — dim H3- (es una cuenta poniendo T = (%1 %z) y T =
(%))
Segundo, veamos que F,, = {T' € F' | indT = n} es abierto. Si T € F, T\ 7+ es inversible.

Si A€ B, (T + prygr A)lkerrt se puede tomar inversible si ||Al| chico, y T'+ A € F,, por lo
anterior.

Tercero, A — ind(7T + AA) es constante usando lo anterior, asi que ind(7 + A) = ind 7', listo.
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8 SiT,Se€ F,indTS =indT +ind S.

Tenemos las dos biyeciones S|, (ker T+ N rgS) Sker Tt NrgSS T(ker T+ N 1g S).
Entonces ind(T'S) = codim S|, ¢, (ker T+ N rgS) — codimT'(ker T+ N rgS).  Ahora
codim S|} o, (ker T+ Nrg S) = dimker S + codimye, g1 S|} g1 (ker T+ Nrg S) = dimker S +
codim,g g(ker T+ N1gS) = dimker S + dim(ker 7' Nrg S). Por otro lado codim T (ker T+ N
rg S) = dimrg T+ + codim,gr T'(ker T+ Nrg S) = dimrg T+ + codimye, 7o (ker T+ N1g S) =
dimrg T+ + codim(ker T+ Nrg S) — dimker T = dimrg T+ + dim(ker T'Nrg S) + dimrg S+ —
dim ker 7'. Restando obtenemos el resultado.

9. Alternativa de Fredholm: si T'€ By y A € C~\ {0}, T — A es inversible o ker(T' — \) # 0, y
dimker(T* — \) = dimker(7" — ).

Tenemos que T'— A € F, ind(T' — A\) = ind1 = 0 y dimker(7T™ — A) = dimker(T — \). Si
ker(T'— \) = 0, ker(T* — \) = 0; como rg(T — ) es cerrado, T'— X es sobreyectiva, luego es
inversible.
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1.10 Teoria espectral

1. Un dlgebra de Banach B es un Banach con una multiplicacién tal que ||[AB]| < || Al|||B]|. Se
dice unital si hay 1. A € B se dice inversible si hay A™* € B con AA™' = A='A = 1; se pone
A € GL(B). GL es abierto y ~! es homeomorfismo.

SiTeGL, T+A=T(1+T"A). Ahora (1+T71A)™1 = 372 (=T LA)" si | A]| < rzie.

n=0
Entonces GL es abierto. Basta ver que ~! es continua, pero es una cuentita.

2. Sea U una C-algebra de Banach unital y A € U; definimos el espectro de A como o(A) =
{Ae C|A—-X\¢GL}. Tenemos A € o(A) = |\ = ||A]|, entonces podemos definir el radio
espectral de A como r(A) = sup{|\| | A € o(A)}. Vale r(A4) < inf ||A"||Y/". Si A € U, o(A) es
un conjunto compacto de C no vacio y r(A) = lim || A™||*/".

Para r(A) < inf[|A"||*/™ vemos que \" € o(A") si A € a(A). Que o(A)° es abierto sale
porque GL es abierto. Entonces o(A) es compacto (cerrado y acotado). Sea ¢ € U* (el dual)
v f(A) = o((A—=X)"1). Es holomorfa en o(A)¢ porque tiene expansién local como serie de
potencias. Si [A| > [JA]| vale f(A) = =AY 07 A T"p(A") vy [f(N)] |/\‘”_¢”HA”, por lo que
|f(A)] = 0si [N = o0. Sio(A) =@, f(A) es una funcién analitica entera en Cy(C) y por
Liouville f = 0, absurdo. Ahora ponemos A\ = re? con |r| > r(A), y OQW AVFLE(N) df =

= 3o Jy NPT Am) df = —2mp(AY), por lo que [p(AV)] < N[ sup [[(A -
0€[0,27]

A)~Y; eligiendo ¢ y tomando limite N — oo y luego 7 — 7(A) obtenemos lim sup || A™||*/™ <
r(A), pero r(A) < inf[|A"||'/" asi que r(A) = lim || A"||/", listo.

3. Sil es de division (GL =U ~\ {0}) entonces es C.

| SiAelU,sea € c(A); A—\¢&GL asi que A = \. Listo.

4. Sea U un algebra de Banach unital conmutativa; U es el conjunto de caracteres, viz morfismos
de algebras U — C no triviales; son todos continuos, sus nicleos son todos los ideales maximales,
o(A) ={v(A) |y e U} y U como w*-subespacio de By (0, 1) es compacto Hausdorff.

Los caracteres con continuos: ker+y es un ideal maximal (porque U/ kery = C) y los ideales
maximales son cerrados (porque la clausura es un ideal propio, porque GL es abierto), listo.
Si M es ideal maximal, my r € U (porque édlgebra de Banach que es cuerpo es C). Etc.

5. Una C*-dlgebra es un algebra de Banach U con una involucion * : U — U, viz una funcioén
tal que A*™* = A, (A+\B)* = A*+ \B*, (AB)* = B*A*, tal que ||A*A|| = ||A||* (y por lo tanto
A=) = 1Al

6. Sil es una C*-dlgebra, T' € U se dice normal si TT* = T*T (vale r(T') = ||T||), autoadjunto
si T* =T (vale o(T) C R) y unitario si T*T = TT* =1 (vale o(T) C S').

Si T es unitario y A € o(T), A™' € o(T™1) = o(T*), entonces A, N7 S [T =1y |\ = 1.
Si T = T*, ponemos ¢ = > L(iT)" y ¢l es unitario; ademds una cuenta da que si
A€ a(T), e € a(el), por lo que [e?| =1y X € R.

7. La transformada de Gelfand T : U — C(U) dada por T'(T)(v) = v(T) (escribimos T' = ['(T))

es un *-isomorfismo isométrico si U es C*-algebra unital conmutativa.

Lo tnico no trivial de que es *-morfismo es I'(T™*) = I'(T))*; para T = T* es obvio porque
o(T) C R; en general T = A+ 4B, con A = (T +T*) y B = 3i(T* — T) autoadjuntos,
y I'(T*) =T(A—iB) = T'(A+iB)* = I'(T)*. Como U es abeliana todos son normales,
ID(T)|| = r(T) = ||T| y T es isometria. Falta ver que es suryectiva. Para eso usamos Stone-
Weierstrass: hay que ver que I'(i/) separa puntos, es autoadjunta y contiene a las constantes,
asi que listo.
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8. (Calculo funcional) Si T" es normal en una C*-dlgebra unital U, C*(T') = C[T,T*|, hay un
*-isomorfismo isométrico ¢ : C'(o(T")) — C*(T) con (1) =1y ¢(id) =T.

Sea 0*(T) el espectro en C*(T) y X = C*(T)". Defino © : C(¢*(T)) — C(X) dada por
O(f)(v) = f(y(T)). Se ve que es un *-isomorfismo isométrico (hay que ver que v — (7
es homeo X — o*(T)). Sea I' : C*(T) — C(X) la tr de Gelfand. Pongo ¢ = I'"! 0 ©; vale
o(1) =1y p(@id) = T. Resta ver que 0*(T') = o(T); una inclusién es obvia. Si A € o*(7T),
dado e > 0sea f € C(c"(T)) con || flloc =1, f(A) =1y f(u) =0si | A—p| = €; sea A = ¢(f);
tenemos |[(T — NA| = ||l ' (T — N)A)|| = ||(id = A) f|leo < €; entonces T'— X no puede ser
inversible y A € o(7), listo.

9. T € B(H) es autoadjunto sii o(T') C R, positivo sii ¢(T) C R, unitario sii o(T) C S,
proyeccién ortogonal sii o(T") C {0, 1}.

Primero, A € o(7T) sii hay z,, € H, ||z,|| =1 con (T — Nz, = 00 (T* — N)z,, — 0.
Segundo, si T es normal, A € o(7) sii para todo € > 0 hay = con ||z|| =1y [(T — N)z| <e.

Tercero, si T normal, A € o(T') es punto aislado, es autovalor, porque puedo definir f(\) =1
y el resto 0, (T'— N)p(f) = 0 pero ¢(f) # 0, luego hay x con y = ¢(f)z # 0y Ty = Ay, listo.
Cuarto, T = T* sii id = id* sii A = X para todo A € o(T) sii o(T) C R.

Quinto, siT 20y XA < 0, [|[(T—=N)x||? = ||Tx||? =2\ Tz, ) + N?||z||* = \2||x||? v es inversible,
por lo que A ¢ o(T); entonces o(T) C R,. Si o(T) C Ry, ponemos f(A) = VA, T = ¢(f)?,
(Tx,x) = (o(f)z,z) = (p(flz,o(f)x) 20y T =0, listo. Si S =0, S? =T, veamos que
S =TY2 T € C*(S) entonces T'? € C*(S), luego T2 = ¢s(f), pero f2 =id* f =idy
TV? = S.

Sexto, T* = T~ sii id* =id ™" sii A = A™! para todo A € o(T) sii o(T) € S'.

Séptimo, T2 = T sii id? = id sii A2 = A para todo A € o(T) sii o(T) C {0, 1}.
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Ejercicio 1. T € By(H), A € C~ {0}, N, = ker(T — \)", R,, = rg(T — \)". Demostrar que
hay n con N,, = N,,.1 y hay n con R, = R,11.

Supongamos que N, & Ny 41 para todo n. Entonces hay z, € Ny41 N Nt con ||z,| = 1.

(En efecto, si € N,,41 pero x € N,, como N, es cerrado por ser el nicleo de un operador
_ i _
acotado, x =z, +Zy1, con zy, € Ny y xy1 € Ny Ahora xy1 =z —xy, € Npyy, porque
Tl
Nn

tanto & como zy, estdn, asi que z,, = —2— € N,y1 NNy ||z, = 1.)

[

Ahora bien, x, € N,.1, por lo que (T'— Xz, € N,y Tz, = (T — N)x,, + A\x,, = yp + Az, cON
Yn € N,y

Por compacidad de 7" hay una subsecuencia z,, con T'z,, convergente. Ahora T'z,, = y,, +
ATy ¥ Ty ) = Yy + ATy, - Tenemos que z,,,,, € ankﬂ y los tres restantes estan en N, |
(porque Nnk - Nnk+1 C Nnk+1)' Entonces ||T'Ink+1 —Tl’nk||2 - ||)‘$nk+1||2+ ||ynk+1 +Txnk||2 2
IA]>. Lo cual, en virtud de que A # 0, contradice que Tz, converge. El absurdo prueba la

asercion.

Probemos ahora que hay n tal que R, = R, +1. Tenemos que (7' — \)" es de Fredholm para
cada n y su indice es n veces el indice de T'— A, que es el indice de 1, es decir, 0. Entonces
dim N,, = dim R} para cada n. Acabamos de probar que hay n con dim N,, = dim N, 1,
por lo que dim R;; = dim R;,,. Como R, D R,41, Ry C Ry 4; como, por Fredholm, son
de dimensi6n finita e igual, resulta que Ry = R, ;. Como son cerrados (también por ser
Fredholm los operadores), esto implica (Rir)* = (R, ;)" v R, = Ry11, como querfamos.

Ejercicio 2. A€ B(H), A= 0, |A| £1, ||[A%2 — A|| < € < 1. Hay una proyeccién ortogonal
P e B(H) con |P— Al <2y PA=AP.

El teorema relevante dice que hay un *-isomorfismo isométrico ¢ : C(o(A)) — C*(A) que
manda 1 +— 1y id — A, donde o(A) es el espectro de A y C*(A) es la subélgebra cerrada
generada por 1 (la identidad, I, Id), A y A* (todos operadores que conmutan con A, por
supuesto).

De A= 0y ||A]| =1 sale que o(A) C [0, 1].

Entonces A% — Al = [l¢71(4% — A)[lc = o7 (A)p7 (A = Dlse = [fid(id = )]l asf que
para todo A € o(A) vale [A(A —1)| <e < 1. Como A € [0, 1], esto es A(1 = \) <.

Sea A € 0(A). Veamos que A & [2¢,1 — 2¢]. Supongamos que A € [2¢,1 — 2¢]. Como A(1 — )
es concava hacia abajo, su minimo en [2¢,1 — 2¢] estd en un extremo, y es 2¢(1 — 2¢). Es
decir, A(1 — A) = 2¢(1 — 2¢). Ahora tenfamos A\(1 — A) < e. Entonces 2e(1 —2¢) < ey 1 <e,
absurdo.

Entonces o(A) C [0,2¢) U (1 — 2¢, 1].

Podemos definir f : 0(A) — C dada por f(A\) =0si A €[0,2¢) y f(A) =1si A€ (1—2¢1].
Como estos dos conjuntos se pueden ver como abiertos (relativos) disjuntos (porque € < %),
esta funcion estd en C'(o(A)).

Entonces podemos definir P = ¢(f) € C*(A), un operador que conmuta con A.

Tenemos P* = o(f*) = p(f) = Py P(P—1) = p(f(f — 1)) = 0 (porque f(A) =0 0 1) asi
que P es proyeccién ortogonal.

Tenemos ||P — Al = ||l Y (P — A)|| = ||f — id||se. Ahora [f(A) — X es [N si A € [0,2¢) y
|IA—1| si A € (1 —2¢,1]. En ambos casos tenemos |f(\) — A| < 2¢, por lo que || f —id||s < 2¢
y ||[P — A|l £ 2¢e. Si hubiéramos tomado un € mas chico (posible, porque el enunciado dice
| A% — Al < €), ac tendrfamos un menor como queremos. Listo.
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