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1 Conjuntos

Axiomas de ZFC y construcciones basicas FEscribimos sobre el lenguaje que tiene in-
finitas variables, V, 4, A, V, =, =, <. Los objetos se llaman conjuntos. Entre ellos tenemos
una relacién € llamada pertenencia; definimos igualdad = como A = B sii VX(A€ X < B €
X)AVX(X € A< X € B). Decimos 3lxP(z), donde P es una férmula proposicional con z
libre, queriendo decir JzP(x) A Vzy((P(x) A P(y)) = = = y), o sea existe y es tnico. Azioma
de extension: para todos A, B se tiene A = B sii Va(x € A & o € B). Podemos entonces
determinar univocamente un conjunto A por una propiedad, es decir, una férmula proposi-
cional P con una sola variable libre z, que dice x € A sii P(z); escribimos A = {z | P(z)}.
También por extensién: si z1, ..., x, son sus elementos escribimos A = {z1,...,z,}. Definimos
la inclusion de conjuntos: A C B sii Vz(x € A = x € B); el axioma de extensién dice A = B
sii AC By B C A. Azioma del vacio: existe un conjunto & tal que Vz(x ¢ &); es tnico por
extension; se podria haber escrito {} o {z | x # z}. Axioma de la unidn: para todo A existe
{z | 3B € A(x € B)} ysellama |J A. Azioma de la potencia: para todo A existe {X | X C A};
se llama P(X). Tenemos P(@) = {@} y P{2}) ={2,{2}}.

Azioma del reemplazo: si P es una férmula proposicional con solo dos variables libres
z,y, A es un conjunto y (Vz € A)(3Ily)P(z,y) entonces existe {y | (x € A)P(x,y)}. Se
deduce que para todos A, B existe el par {A, B}: definimos P(x,y) sobre {&,{@}} como

1



(x =2 =y=A) AN(x ={0} =y = B) y aplicamos reemplazo. Existe la unién de dos:
dados A, B existe AUB = {z | x € AV x € B} porque es | J{A, B}; tenemos AUB=BUA
y (AUB)UC = AU (BUC). Especificacion: si P es una propiedad y A conjunto existe
{z |z € AN P(x)} también escrito {x € A | P(x)}. En efecto, si no hay E en A con P(E)
entonces vacio; si hay F, definimos P(x,y) dado por: si P(x) entonces y = z y si no entonces
y = FE, y aplicamos reemplazo en A. Existe la interseccion: si A es no vacio entonces existe
NA = {z | VB € A(zx € B)}; ponemos AN B = ({A,B} y tenemos: AN B = BN A,
(ANB)NC = AN(BNC), AN(BUC) = (ANB)U(ANC)y AU(ANC) = (AUB)N(AUQC).
Resta: si A, B conjuntos existe AN B = {x € A | x € B}. Diferencia simétrica: si A, B
conjuntos ponemos A A B = (ANB)U(BNA)y(AA B AC=AA(BAQC),
(AAB)NC=(ANC)A (BN(O).

Par ordenado: dados A, B definimos (A, B) como {{A},{A, B}} y tenemos (A, B) = (C, D)
sii A=Cy B = D. Producto de dos conjuntos: dados A, B definimos A x B como {(z,y) |
r € Ay € B}; existe por especificacién en P(A U B). Funciones: f € A x B es funcidn
f:A— Bsii (Vo € A)3ly € B)((z,y) € f); ese y se llama f(z). El conjunto de las
funciones {f | f : A — B} existe haciendo especificacién en A x B. Dado A hay una funcién
idy : A — A dada por ida(z) = z y se llama identidad. Si f : A - Byg: B — C
definimos go f : A — C dado por go f(x) = g(f(z)); tenemos (f o g)oh = fo (goh);
entonces los conjuntos con las funciones forman una categoria. Si f : A - By D C A
definimos f[D] o f(D) (cuando no estd la confusion D € A) como {f(x) | x € D} o sea
{y € B| 3z € Dy = f(x))}, y si D C B definimos f~*[D] o f~}(D) como {z € A | f(z) €
D}; definimos la imagen de f, im f, como f[A]. Decimos que f : A — B es inyectiva sii
Ve,y € A(f(z) = fly) = = = y), sobreyectiva sii im A = By biyectiva sii es inyectiva y
sobreyectiva. Se cumple: f : A — B es biyectiva sii existe f~!' : B — A con f~lo f =idy
y fo f7' = idg. Sea I in conjunto y i — A; una funcién, lo cual también se dice sean
{Ai}ier conjuntos; definimos | J;.; A; como (J{A4; | i € I}. Tenemos las leyes de De Morgan:
ANUier Ai = Micr(AN A) y AN Nier Ai = Uier (AN Ag). Tenemos fUe; Ail = Uier f1A]
f[ﬂie[ Ai] C miEI f[Ai]v f_l[UieI Ai] = Uie[ f_l[Ai] y f_l[ﬂiel Ai] = ﬂie[ f_l[Ai]' Dado
{A;}ier definimos su producto, notado [[,.; Ai, como {f : I — U,c; Ai | Vi € I(f(i) € Ay)},
y las proyecciones m; : [[,c; Ai — A; dadas por m;(f) = f(i). El awioma de eleccion dice
que si I # 0y Vi € I(A; # 0) entonces [[,.; A; # 0. Definimos el coproducto [, ; A; como
{(i;a) | i€ I,a e A;}. Notamos A® a [],.z; A osea {f: B — A}.

Una relacion R entre elementos de A es un subconjunto de A x A; (z,y) € R se nota zRy;
R se dice reflexiva si xRx; simétrica si xRy = yRx; antisimétrica si xRy A yRx = x = y;
transitiva si Ry N yRx = xRz; total si xRy o yRx. Una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva se dice de equivalencia. En este caso definimos la proyeccion = : A — P(A) dada
por w(x) = {y € A | 2Ry} y tenemos xRy sii n(x) = 7w(y) sii 7#(x) N 7w(y) # &. Decimos
que P C P(A) es una particién de A sii A = |J P y para todos X,Y € P se tiene X =Y o
X NY = &; tenemos {r(x) | © € A} es una particén de A que llamamos A/R; los elementos
de la particion se llaman clases de equivalencia de R; reciprocamente si P es una particion de
A podemos definir una relacién de equivalencia xRy sii hay D € P con x,y € D. Dada una
funcién f : A — B definimos su nicleo ker f como la relacién R dada por xRy sii f(z) = f(y);
es de equivalencia y toda relacion de equivalencia es un nicleo: el de su proyeccién; f es
inyectiva sii ker f es trivial o sea la igualdad. Una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva
se dice un orden; una cadena es un orden total; si D C A, una cota superior es un M € A tal
que Yz € D(zRM); se dice que M es un minimo de D C A sii es cota inferior y M € D; si
existe es tnico; R se dice un buen orden sii todo subconjunto no vacio de A tiene un minimo.

Decimos que X es inductivo, y notamos ®(x), queriendo decir que @ € X AVzx € X (zU{z} €
X). El azioma del infinito dice que hay un conjunto inductivo I. Veamos que existe N, la
interseccién de todos los conjuntos inductivos, es decir, un conjunto tal que VX (®(X) = w C



X); tomamos N={z € I |VJ(®(J) = x € J)}, cumple, es inductivo y es tdnico. Lo llamamos
el conjunto de los nimeros naturales, llamamos 0 a @ y n+ 1 a nU {n} para cada n € N,
decimos n < m para decir n € m y n £ m para decir n = m o n < m; < resulta un buen
orden. Esto va a permitir hablar de N como ordinal. Tenemos que si n,m > 0 entonces hay
una inyectiva n — m sii n < m, y por lo tanto una biyeccién sii n = m. Esto va a permitir
hablar de los niimeros naturales como cardinales.

Azioma de reqularidad: para todo A no vacio hay B € A disjunto, o sea, con interseccion
vacfa. En particular sigue que X ¢ X, ya que si no {X} contradice.

Ordinales y lema de Zorn Dado un conjunto bien ordenado (X, <) vamos a hablar de
su orden estricto < dado por x < y sii x £ y pero x # y; vamos a decir X € W en vez
de X es un conjunto bien ordenado. X,Y € W se dicen isomorfos sii hay una biyeccién
¢: X =Y tal que a < b= ¢(a) < ¢(b). Definimos [a,b] = {z € X | a £ x < b}; son bien
ordenados. Si X,Y € W definimos X & Y € W como el coproducto manteniendo el orden
de X y de Y y poniendo todos los z € X como menores a todos los y € Y. Tenemos que
N @ 1 no es isomorfo a 1 @ N, pero @ si es asociativa. Con el orden (z1,y1) £ (x2,ys) sii
T =y = 2o Sy y 1 £ y1 = 11 < yp sobre X x Y definimos X ® Y € W y de nuevo
® es asociativa pero no conmutativa. Un segmento inicial es un conjunto A C X tal que si
y <xyax € Aentonces y € A; se ve que es un S, = [min X, a) para algin a € X & {oo}.
Si A C X definimos el supremo de A como la minima cota superior en X x {oo}. Six € X
definimos su sucesor como suc(z) = min(z, oc]. Dado € X o bien hay y € X con z = suc(y)
o x = sup S, o sea, dado y < x hay z con y < z < z. Induccion fuerte: si X € W, P es una
propiedad y Yz € X ((Vy € S.(P(y))) = P(x)) entonces Yo € X (P(x)). Induccion transfinita:
si P(min X), ademas P(z) implica P(suc(z)) y ademés para todo x con z = S,,, P(y) para todo
y < x implica P(z), entonces para todo x € X vale P(x). Recursion transfinita: si X € W,
C' conjunto, p: {f : S, — C | x € X} — C es funcién entonces existe f : X — C tal que si
r e X, f(x) = p(f | Sz) y es unica; sale por induccién transfinita.

Si X, Y € W un morfismo de X a 'Y es una funcién ¢ : X — Y tal que x < y = o(z) < ¢(y)
y ¢(X) es segmento inicial de Y. Si A es un segmento inicial de X entonces ¢(A) es un segmento
inicial de Y. Si hay un morfismo X — Y es tinico. X, Y son isomorfos sii hay morfismo X — Y
yY — X. Si XY € W hay morfismo X - Y oY — X: a € X @ {oco} es bueno si hay
Se — Y si A C X es bueno, sup A también; si Vo € X (x bueno = suc(z) bueno) entonces por
induccién todos son buenos y X — Y’ si no hay a € X con S, — Y pero no hay Sgc) = Y,
entonces S, — Y es biyeccion y la inversa es Y — X.

Un ordinal es un conjunto bien ordenado « tal que Vo € a(z = S,) o sea = = {y < z}.
Si «a, f son dos ordinales, uno es subconjunto del otro y hereda la relacién de orden: si hay
morfismo ¢ : @ — [ por induccién se ve que es la inclusiéon ¢(x) = x. Todo conjunto bien
ordenado es isomorfo a un ordinal y sélo uno, por induccién, viendo primero unicidad. Los
ordinales estan bien ordenados por el orden subconjunto en el sentido de que si P es una
propiedad que se aplica a los ordinales y hay uno que la cumple entonces hay uno que la
cumple y estd contenido en todos los demas que la cumplen; el orden estricto es ser elemento,
porque suc(a) = a U {a}. Un ordinal es el conjunto de los ordinales menores que él. La
interseccién de un conjunto de ordinales es su minimo y la uniéon su supremo, ambos ordinales.
Induccion sobre ordinales: si P es una propiedad, P(@) vale, P(a) = P(a U {a}) y dado
a=peap, Vs e alP(B)) = P(a), entonces para todo ordinal a vale P(a). No existe el
conjunto de todos los ordinales, porque si existiera seria un ordinal y estaria contenido en él
mismo, lo que viola el axioma de regularidad.

Lema de Zorn. Si X es un conjunto parcialmente ordenado no vacio tal que toda cadena tiene
una cota superior entonces tiene un elemento maximal, es decir, tal que no hay otro mayor. Por
contradiccion, si X no tiene elementos maximales, o sea que para todo x hay y con x < y, y toda



cadena tiene cota superior, tiene cota estrictamente superior; en particular para todo C' en el
conjunto C de todas las cadenas bien ordenadas habria z € X con Va € C(z < z). Por el axioma
de eleccién hay g : C — X con g(C') cota estrictamente superior de C'. Ahora para todo ordinal
a hay uno y sélo uno C' € C y un isomorfismo ¢, : @ — C tal que VB € a(pa(B) = g(¢a[B]));
se prueba por induccion en los ordinales. Sea D el conjunto de los C' € C tales que existe un
ordinal & y un morfismo ¢, : @ — C asi; entonces para cada C € D hay exactamente un
ordinal o que cumple; entonces por el axioma de reemplazo existe el conjunto de todos esos
ordinales, uno para cada C' € D, pero vimos que son todos, luego existe el conjunto de todos
los ordinales, absurdo.

Teorema del buen orden. Todo conjunto X admite un buen orden. Tomamos todos los
buenos érdenes de subconjuntos de X o sea (A, <) ordenados por (A;, <;) < (A, <g) sii
(A1, <1) es segmento inicial de (Ay, <2); dada una cadena, la unién es cota superior; por el
lema de Zorn hay (A, <) maximal; si A # X hay z € X pero A @ {z} le gana, absurdo.

Cardinales Dos conjuntos A y B se dicen coordinables si existe una funcién A — B biyectiva.
Se nota A ~ B; es una relacién de equivalencia. Un conjunto A es finito si existe n € N con
A ~ n; infinito si no. Es numerable si A ~ N; a lo sumo numerable si es finito o numerable.
Si A es infinito, B es numerable y A C B entonces A es numerable, porque pongo B como
secuencia y voy armando inductivamente la subsecuencia que es A. Si A, B ~ N entonces
A x B ~N. Si (A,)nen es una sucesion de conjuntos numerables, su unién es numerable.

Schroder-Bernstein. Sean A, B conjuntos, f : A — B, g : B — A inyectivas; entonces
A~ B. SeaCy=A—g(B)y Cppr = g(f(Cy)) para todo n € N. Sea C' = |J,,cy Cn- Sea
h: A — B dado por h(a) es f(a)sia € Cy g '(a)sino (siagC,adCyasl que a € g(B)
asf que como ¢ es inyectiva g~*(a) estd bien definido). Se ve que es una biyeccion.

Cantor. No hay una biyeccion A — P(A). Si hubiera, sea B ={a € A|a & f(a)} y sea
be A con f(b) = B. Absurdo.

Bernstein. Si A, B son conjuntos entonces hay una funcion inyectiva A — B o B — A. Por
el lema de Zorn: consideramos el conjunto {(a,b, f) | a C A,b C B, f : a — b es biyectiva}
con el orden (a,b, f) < (a/,V, f)siia Cd,bC ¥y fCf;siC esuna cadena {(a;, b, fi) |
i € I} entonces (U;c; @i, U;er bi, U,ep fi) es cota superior; entonces hay (A*, B*, f*) maximal;
si A* # Ay B # B* podemos extender poniendo A* U {z}, B* U {y}, f* U {(z,y)}, donde
r € A— A"y € B— B*, absurdo; si A* = A ya est4; si B* = B entonces (f*)™!: B — A es
inyectiva.

Cardinales. Definimos los cardinales como las clases de equivalencia de la relacion ~; el
cardinal de A se nota |A| y se pone |n| = n y |[N| = Xy. Definimos un orden: |A| < |B| siy
sélo si hay A — B inyectiva. Si |A| = |B| entonces |P(A)| = |P(B)|, que lo llamamos potencia
de |A| y 1o notamos 2Ml; tenemos |A| < 214 pero no 241 < |A|. Si |A| y |B| son dos cardinales
definimos el producto |A||B| = |A x B| y la suma |A| + |B| = |(A x {0}) U (B x {1})|. Se
cumple: ab = ba, a+b=b+a, (ab)c = a(bc), (a+b)+c=a+(b+c¢),al =a,a0 =0, a+0 = a,
(a+b)c=ac+bc,a <b= ac<bcAa+cZb+c Definimos la potencia |A|'Bl = |AB|.
Cumple a’a® = a’*?, (a)4 = a®, (ab)® = ab’, a® =1, a' =a,a S b= a A < P

Suma de cardinales. Todo conjunto infinito A es unién disjunta de subconjuntos numerables,
por el lema de Zorn sobre el conjunto de los conjuntos de subconjuntos numerables de A
disjuntos con el orden inclusion. Todo conjunto infinito A se puede escribir como unién disjunta
de subconjuntos B U C| los tres del mismo cardinal; es cuestion de partir A como antes, partir
cada parte en dos (por ejemplo pares e impares), y pegarlas por separado. Si a, b son cardinales
con a £ by b es infinito entonces a +b =b, porque b<a+bya+b=<b+b=0.

Producto de dos cardinales. Si a es infinito entonces aa = a: primero lo vemos para N y
luego, para ver que |A x A| = | A|, usamos el lema de Zorn sobre los pares (B, f), donde B C A
y f: B — B x B es biyectiva, con el orden dado por (B, f) < (B, f')sii BC B'y f C f'; s



{(Bs, fi) | © € I} es una cadena, (|J,c; Bi ;¢ fi) es cota superior; como el conjunto es no vacio
porque con numerables anda hay (B, f) maximal; sea b = |B|y ¢ = |B — A|; si b < ¢ entonces
hay C C A— B con b = |C|, luego (BUC) x (BUC) = Bx BU(BxCUC x BUC x C) asi que
se puede extender B a BUC'y f pegarla con una biyeccion entre C'y Bx CUC x BUC x C,
lo que contradice que (B, f) sea maximal; luego ¢ < by a = b+ ¢ = b asi que bb = b implica
aa = a, como queriamos. Si 1 < a < by b es infinito entonces ab =0, yaque 1 Sa=b=Zaby
ab < bb =D.

2 Analisis

Espacios topolégicos Una topologia sobre un conjunto no vacio X es una conjunto F C
P(X), el conjunto de abiertos de X, que cumple: @, X € F,si A, B € F entonces ANB € Fy
si C' C F entonces | JC € F. Un espacio topoldgico es un par (X, F), donde X es un conjunto
y F es una topologia sobre X. Si z € X decimos que A C X es entorno de x si hay U € F con
x € U C A. Una familia de abiertos B se dice base si para todo abierto A C X y todo a € A hay
B eBconae BCA. Seve que B es base sii todo abierto es unién de abiertos de B y que, si
para cada z € X, E, es una base de los entornos de z entonces B = |,y F, es una base de X;
siBCP(X)cumple X =By U,V € B,z € UNV entonces hay W € Beconz e W CUNV
se puede definir una tnica topologia donde los abiertos son uniones de subconjuntos de B. Una
subbase es una familia de abiertos tales que el conjunto de sus intersecciones finitas es una base.
Si S es una familia de subconjuntos de X entonces existe una unica topologia en X de la cual
S es subbase: definimos B como el conjunto de las intersecciones finitas de conjuntos de Sy
vemos que X e ByU,VeB=UNV eB.

Cerrados. Un conjunto A C X se dice cerrado si X ~ A es abierto. Sea A C X. Si
a € B C A con B abierto se dice que a es punto interior de A; llamamos interior de A al
conjunto A° de sus puntos interiores y vemos que es el mayor abierto contenido en A. Sia € X
cumple que todo entorno tiene intersecciéon no vacia con A decimos que es punto adherente de
A; definimos la clausura de A como el conjunto A de los puntos adherentes; se ve que es el
menor cerrado que contiene a A. Se tiene X \ A = X ~ A°. Definimos la frontera de A como
OA=ANX A=A~ A° Sitodo entorno U de a € X cumple (U \ {z})N A # & decimos
que a es punto de acumulacion de A; llamamos conjunto derivado de A al conjunto A’ de los
puntos de acumulacién; se tiene A’ C A. Llamamos puntos aislados de A a los puntos de A~ A’.
Decimos que A C X es denso si A = X. Un espacio es de Baire si la interseccién numerable de
abiertos densos es un conjunto denso, o, equivalentemente, si toda unién numerable de cerrados
de interior vacio tiene interior vacio.

Funciones continuas. Si X e Y son espacios topologicos, f : X — Y se dice continua sii para
todo B C Y abierto se tiene que f~'(B) C X es abierto. Composicién de continuas es continua.
Un homeomorfismo es una biyeccién continua cuya inversa es continua, o sea continua, biyectiva
y abierta, es decir, que manda abiertos en abiertos. Una funcion es continua en un punto x si
para U entorno de f(z) se cumple que f~1(U) es entorno de x; se ve que f es continua sii es
continua en todo punto. Tenemos que f es continua sii: para todo abierto subbasico B C Y se
tiene f~1(B) C X es abierto; para todo cerrado C' C Y se tiene f~1(C) C X es cerrado; para
todo A C X se tiene f(A) C f(A); para todo B C Y se tiene f~1(B) C f~'(B); para todo
B C Y se tiene f~}(B°) C f~(B)°.

Subespacios. Sea A C X. Definimos la topologia relativa a A como Fq = {BNA| B € F};
se ve que (A, F4) es un espacio topoldgico, que se dice subespacio de (A, F). Claramente si B
es base de F entonces {BN A | B € B} es base de F4. Se tiene que f: X — Y es continua si
y sélo si f: X — Im f es continua. Si A C X es subespacio, f|4 es continua si y sélo si f es
continua en todo punto de A. Lema de pegados: Si X es union de abiertos, f es continua sii
es continua en cada uno de ellos. Si A es union finita de cerrados entonces f es continua sii es




continua en cada uno de esos cerrados.

Topologias iniciales y finales. Si {(Xj;, F;)}ier son espacios topolégicos, Y un conjunto y
fi 'Y — X, funciones, definimos la topologia inicial de Y como la que tiene por subbase
a {fi'(4) | A; € Fi}, o sea la menor topologfa que las hace continuas a todas; se cumple
que g : Z — Y es continua sii f; o g es continua para todo ¢ € I. Decimos que ¢ : ¥ — X
es subespacio si es final e inyectiva. Definimos la topologia producto sobre [],.; X; como la
topologia inicial dada por las proyecciones. Tenemos que X; es homeomorfo a un subespacio de
[Lic; Xi: tomamos (x;);er en el producto y ponemos f : X; — [],.; X; dada por 7; f(x) = x; si
i #jymif(x) =x; es continua, inyectiva y f : X; — f(X;) es abierta asi que homeomorfismo.
Si {(X;, F;) }ier son espacios topoldgicos, Y un conjunto y f; : X; — Y funciones, definimos
la topologia final de Y como la interseccién de los conjuntos {A C Y | £, 1(A;) € F}, o sea
la mayor topologia que hace a todas las f; continuas; g : ¥ — Z es continua sii g o f; es
continua para todo ¢ € I. Si p: X — Y es final y sobreyectiva decimos que es cociente. Vale:
sip: X — Y cocientey f: X — Z continua con f(z) = f(y) si p(x) = p(y) entonces hay
f:Y — Z continua con f = fop. Si R es una relacién de equivalencia sobre (X,T) con
p: X — X/R su proyeccién definimos la topologia cociente de X/R como la final de p; p es
cociente y sip : X — Y es cociente, Y tiene la topologia de X /R dada por x Ry sii f(x) = f(y).
Definimos la topologia de union disjunta sobre J],., X; como la final dada por las inclusiones
v X = [er X

Pull-backs y push-outs. Si X EN Z,Y % Z. decimos que W Ly y W 9, 7 son un pull-back

si fg = ¢gf vy dadas otras flechas W’ Ly y W’ %7 hay una unica flecha W’ LW tal que
conmuta el siguiente diagrama. W’

Siempre existe pull-back y es tnico salvo isomorfismo: es {(z,y) € X xY | f(x) = g(y)} con la

topologia de subespacio de X xY v f = 7x,§ = my. Dados Z Lx v Z %Y se define dualmente
el push-out, y también existe y es tinico salvo isomorfismo: es (X ITY)/{f(z) ~ g(2)}.

Hausdorff. Un espacio X se dice de Hausdorff sii dados z,y € X distintos hay abiertos U, V'
disjuntos con z € U,y € V. Se ve que todo conjunto finito en un espacio de Hausdorff es cerrado,
todo producto de espacios de Hausdorff es de Hausdorff y que un espacio es de Hausdorff si y
sélo si la diagonal A = {(z,x) |z € X} es cerrada en X x X. Si f,g: X — Y son continuas,
D C X es denso tal que f|p = g|p vy Y es de Hausdorff entonces f = g: seah: X - Y XY
dada por = — (f(z),g(z)); es continua y h(D) C A; luego h(X) = h(D) € h(D) C A, de
donde f = g.

Categoria. Si X es un espacio topolédgico se dice que A C X es nunca denso si el interior
de su clausura es vacio, esto es, si X . A contiene un abierto denso. Se dice que A C X es de
primera categoria si es una unién numerable de conjuntos nunca densos. Un espacio es de Baire
si los conjuntos de primera categoria tienen interior vacio, es decir, si la interseccién numerable
de abiertos densos es un conjunto denso, o, equivalentemente, si toda unién numerable de
cerrados de interior vacio tiene interior vacio. Los conjuntos que no son de primera categoria se
dice que son de sequnda categoria; en conclusion los espacios de Baire son conjuntos de segunda
categoria.

Limites de funciones. Sean X,Y espacios, A C X,a € AybeY;si f: A— Y decimos
que el limite de f tendiendo a a es b si poniendo f(a) = b resulta que f es continua en a.
Si Y es Hausdorff el limite es tnico: si f tiende a b y a b’ tomamos entornos disjuntos V, V'’
de v,v’, hay U, U’ entornos de a tales que z € UNU’' ~\ {a} vaa V y a V' al mismo tiempo,



absurdo. Entonces se justifica la notacién lim f(z) = b. El limite en a de una funcién no
Tr—a

depende de f(a), pero si depende de cémo esté definida f en algin entorno de a. Tenemos que
si f: X — Y tiene limite en a 'y g : Y — Z es continua entonces g(lim f(x)) = lim g(f(x)).
T—a r—a
Notamos lim f(z) a lim f|g(z). Lo siguiente es util para calcular limites: si A= By U---UB,
r—a T—a

zEB

y a es de acumulacién de todos esos conjuntos entonces existe lfm f(x) sii existen lim f(z) y
T—a r—a

z€B;
todos coinciden.

Redes y filtros. Un conjunto dirigido es un conjunto I' con un orden < tal que si o, 3 € T
hay v € I" con a, f < . Una red es una funcién I' — X o sea (24 )aer; decimos que converge
ax € X,o0x, — x, sl para todo entorno U de x hay ag € I' con a = a9 = x, € U. Un filtro
es una familia F C P(X) \ {@} cerrada por intersecciones finitas y tal quesi A€ Fy AC B
entonces B € F. Decimos que F converge a x si todo entorno de x estd en F. Dada una red
T, los conjuntos A tales que z, € A si a 2 ag forman un filtro; dado un filtro F, ordenamos
I'={(a,A) |a € A,A € F} por (a,A) = (b,B) & B C A, ponemos (4 4) = a y obtenemos
una red; convergencia de la red y del filtro coinciden. Si A C X entonces € A sii hay red
To — x con x, € A. Tenemos que f : X — Y es continua en x sii para toda red x, — x
se cumple f(xz,) — f(x). Hausdorff sii x, — x y 2, — y implican = = y. Una subred de
T, es una red x,, que viene de una funcién ag con  en un conjunto dirigido tales que dado
ap hay Sy con f 2 [y = ag = ap; obvio que Tay — T 81 Ty — x. SiF es un filtro tal que
Ac F = (VYap)(Fa 2 ag)r, € A, entonces hay una subred z,, tal que F estd en su filtro, es
decir, si A € F, 2, € Asi a 2 «ap (tomamos {(«,A) | « € ', A € F,z, € A} ordenado por
(o1, A1) = (a2, Ap) sil g = ap y Ay D Ay y es un conjunto dirigido; ponemos cv(ag,4) = @ Y Tay
cumple). Un ultrafiltro F es un filtro maximal (bajo la inclusién), es decir, tal que para todo
AC X vale A€ Fo X~ AeF. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro (por Zorn). Una
red se dice universal si para todo A C X hay o con x, € A para todo o = g0 x, € X\ A para
todo a 2 «ap. Toda red z, tiene una subred universal (sea P = {A | (Vap)(Fa = ap)z, € A}
entre los filtros F C P tomamos uno maximal, F, por Zorn; vemos que es ultrafiltro: si A C X
entonces o bien (VB € F)(BNA € P)o (VB € F)(B~ A€ P); en el primer caso A se puede
agregar a J asi que por maximalidad A € F; en el segundo X \ A € F; tomamos una subred
filtrada por F y terminamos).

Numerabilidad, separacion, conexién Un espacio X cumple el primer azioma de numer-
abilidad, 1AN, si todo z € X tiene una base numerable de entornos, es decir, un conjunto B de
entornos tales que si U es entorno hay B € B con B C U. En ese caso de toda red convergente
T, — x se puede extraer una sucesién convergente x, — x que es subred. Entonces z € A sii
hay una sucesion de A que converge a z, y f es continua en x sii para toda sucesion convergente
x, — x tenemos f(z,) — f(x). Decimos que X cumple el sequndo azrioma de numerabilidad,
2AN, si tiene una base numerable; basta con subbase numerable. Subespacio y producto nu-
merable de 1AN es 1AN; subespacio y producto numerable de 2AN es 2AN. Decimos que X es
de Lindelof si todo cubrimiento por abiertos tiene un subcubrimiento numerable y separable si
tiene un conjunto denso a lo sumo numerable. Tenemos 2AN implica Lindelof y separable.
Decimos que X es Ty sii todo par de puntos son topoldgicamente distinguibles, es decir,
hay un abierto que contiene a uno y no al otro; X es T3 si {z} es cerrado para todo z € X,
que implica Tg; Ty es Hausdorff e implica T77. Decimos que X es regular si para todo cerrado
F C X y todo « ¢ F hay abiertos disjuntos U,V con x € Uy F C V; Ts es Ty y regular.
X es completamente regular si para todo cerrado F C X y todo = ¢ F hay f : X — [0,1]
con f(x) =0y flp = 1; Tychonoff o TS% es completamente regular y 7. X es normal si
para todos los cerrados A, B C X disjuntos hay abiertos disjuntos U,V con A C U, B C V;
T, es normal y Ty. Lema de Urysohn dice que si X es normal y A, B son cerrados disjuntos



hay f: X — [0,1] con fla =0y f|p = 1. Idea: para cada racional de [0, 1] construimos un
abierto U, inductivamente, de manera que A C Uy, Uy = By p < q¢ = U, C U,; después
ponemos f(z) = inf{p € QN [0,1] | = € U,}. Esto implica T, = Tychonoff = T3. Vale
que subespacio y producto de To,Tl,TQ,Tg,Tg% también es, pero no para Ty. Por ejemplo
si (Xi)ier son completamente regulares también [[,., Xi: sea # € F¢, F cerrado, entonces
x € iy ™ '(U;) C F° con J finito; para cada i € J tomamos f; : X; — [0,1] con fi(z;) =1y
fi(Uf) = {0} v f(x) = [L,e; fi(mi(x)) cumple. Si X es regular con base numerable entonces es
normal: sean A, B cerrados disjuntos; para cada x € A hay abiertos U, V, disjuntos, x € U,,
U, bésico, B C V,, y U, C V¢, entonces hay numerables abiertos (U,)ney con A C Unen Un
y U, N B = &; igualmente hay abiertos (V,)nen con B C U, ey Vo v Vo N A = &; tomamos
U =Unen(Un N Nz V;C) yV=U,en(Va D Mz Uic> y listo.

Tietze. Si X es normal, A C X cerradoy f : A — R continua hay una extensién f : X — R
continua. Basta verlo para im f C [—1,1] (componiendo con homeomorfismo R — (—1,1)).

Por Urysohn hay f; : X — R continua con f1|f71([_17_%}) =—3y f1|f71([%71]) = 3; en el resto
tanto f como f, estdn en [—3, 3] asf que |f(z) — fi(z)| £ % para todo z € A. Repetimos el
argumento sobre f — fi y obtenemos fo : X — [—1 - 2,1 - 2] con |f(z) — fi(z) — fo(2)] < (3)?

en z € A; siguiendo asf encontramos funciones f, : X — R continuas con |f,(z)] £ £(3)"

|f(x) — Zivzl fu(2)] = (%)N para z € A. La funcién f = >"°7 | f, funciona por completitud de
CB(X,R).

Conexién. Un espacio topoldgico X es disconexo si hay dos abiertos no vacios U,V con
X =UUV pero UNV = @, se dice conexo si no. Esto es equivalente a decir que los tnicos
subconjuntos abiertos y cerrados son X y &. Si f: X — Y es continua y X es conexo entonces
f(X) es conexo. Si A es conexo entonces A es conexo. Si {4;}ics es una familia de subespacios
conexos de X tales que (7),.; A; # @ entonces |J,.; A; es conexo. Luego si v € X y C(z) es la
unién de los conjuntos de subespacios A C X con x € A conexos entonces C'(x) es conexo, el
mayor conexo que contiene a x; se denota la componente conexa de x. Resulta que todo espacio
se puede partir en componentes conexas, que son cerradas, ya que C(z) es conexo y contiene a
z, luego C'(z) C C(x). El espacio se dice totalmente disconexo si sus componentes conexas son
sus puntos. El espacio se dice localmente conexo si tiene una base formada por conexos. En
ese caso las componentes conexas son abiertas también.

Arco-conexién. Un arco en X es una aplicacién continua a : [0,1] — X; X se dice arco-
conezo si para todo par de puntos z,y € X hay un arco a con a(0) = z, a(1) = y. Obviamente
arco-conexion implica conexién porque Ima es conexo asi que los extremos estan en la misma
componente conexa. La relacion x ~ y sii hay un arco de x e y se verifica que es de equivalencia;
las clases de equivalencia se llaman componentes arco-conexas. Un espacio se dice localmente
arco-conexo si tiene una base formada por arco-conexos. En ese caso un abierto es conexo
sii es arco-conexo: si A es un abierto conexo no vacio hay que ver que es arco-conexo; las
componentes arco-conexas son abiertas; luego si z,y € A no estan conectados sus componentes
muestran que A es disconexo.

Convexidad. Supongamos que A es un R o C espacio vectorial en el que las operaciones
son continuas. Un conjunto A se dice convero si para todos x,y € A se tiene que el segmento
{A+ (1 =Ny | X e0,1]} C A; en particular es arco-conexo. Intersecciéon de convexos es
convexa; la clausura de convexos es convexa. Una poligonal es la concatenacion de un nimero
finito de segmentos; un espacio es conexo por poligonales sii todo par de puntos se puede
unir por una poligonal. Un espacio se dice localmente convexo si tiene una base formada por
convexos. En ese caso un abierto es conexo sii es conexo por poligonales.

Compacidad Un espacio X se dice compacto si dados abiertos {U; }ic; con X = (J,; U; existe
J C I finito con X = J ieg Ui, es decir, que de todo cubrimiento por abiertos se puede extraer



un subcubrimiento finito o, equivalentemente, que dados cerrados {F;};c; con la propiedad de
interseccién finita, esto es, que (,., F; # @ para todo J C I finito, entonces (., F; # .
Equivalente: toda red tiene una subred convergente (tomamos la red x, universal; los F,, =
{zs | @ 2 ap} tienen interseccién finita no vacia asi que hay = en todos, o sea que para todo
entorno A de = y todo o hay a 2 o con z,, € A; sino z, — x hay A con (Vap)(Fa = ag)za &
A, asi que por def de red universal (Jag) (Vo 2 ap)z, € X A, absurdo; para la otra implicacién
sean {F;}ier cerrados con (., F; # @ para todo J C I finito; ordenamos el conjunto de los
J C I finitos por inclusién, para cada J tomamos (por axioma de eleccion) z; € (,., F;
tomamos una subred convergente x5, — x y & € (,c; £3). Un subespacio K C X es compacto
sii dados abiertos {U;}ie; de X con K C |J,.,;U; hay J C I finito con K C |J,.,Ui; K C X
se dice relativamente compacto si K es compacto. Si X es compacto y K C X es cerrado
entonces es compacto. K C X finito es compacto y union finita de compactos es compacto. Si
f:X — Y es continua y X es compacto, f(X) es compacto. Si X es Hausdorff y A, B C X
son compactos disjuntos entonces hay abiertos U,V C X disjuntos con A C U, B C V; si A
es compacto entonces es cerrado; interseccion de compactos es compacto; si X es compacto, es
Ty,. Si f: X — Y es continua, X compacto y Y Hausdorff entonces es cerrada; si ademés es
biyectiva entonces es homeo.

Subbase de Alexander. Si X tiene una subbase B tal que siempre que X = [JC con
C C B hay D C C finito con X = (JD entonces X es compacto. Si X no es compacto,
sea T el conjunto de abiertos y F el conjunto de los C C T con X = JC perosi D C C
finito, X # (J D, ordenado por la inclusién. Por Zorn tiene un elemento maximal C'. Tenemos
que C'N B no cubre, entonces hay x € X fuera de |J(CNB). Sea U € C conz € U,y
reSiN---NS, CU,S; €B. Los S; no estan en B, luego C' U{S;} por maximalidad tiene que
tener subcubrimiento finito C; U {S;}. Ahora C; U---U C, U {U} es un subcubrimiento finito
de C, listo.

Tychonoff. El producto de espacios compactos es compacto. Sea [[,.; X; el producto y x4
una red universal. Las redes m;(x,) son universales en X; y convergen a ;. Si x € [[,.; X;
tal que m;(x) = x;, como 7;(z,) — () para todo ¢ € I, x, — x, como querfamos. También
por subbase de Alexander: si X = J,, 7. (Us), dado i € I partician 7; ' (U,) con o € Ay; si
hay i € I con X; = {J,¢p, Ua, tomamos un “subcubrimiento (compacidad de X;) y los m; ' (U;)
cubren X; sino, para cada i € I hay z; con z; & {J,cp, Ua, Tuego (7:) € Uyen m;'(U,), absurdo.

Compacidad local. X se dice localmente compacto si todo punto tiene un entorno compacto.
X de Hausdorff es localmente compacto sii para todo entorno U de x hay un entorno compacto
YV C U: hay que ver que si x € U C K con U abierto y K compacto hay V abierto con
r €V CV CU, pero KNU es compacto y {x} es compacto asi que hay Wi, W, abiertos
disjuntos con x € Wy y K NU° C W5 asi que, con V = W, NU C K, como Wy es cerrado,
VCcW§c K UUYyademds V C K, ast que V C U y listo. Todo espacio de Hausdorff
localmente compacto es Ty y de Baire: sea {U, },en una coleccion contable de abiertos densos;
hay que mostrar que su interseccién es un conjunto denso, o sea que si W es un abierto no vacio
entonces hay x € W N (),cy Ui; ahora hay compactos no vacios {Cy}nen y abiertos {V;, }nen
tales que Vi C Cy Cc WNUy, Vyyy CChyy CVNUpir y Chaq C Cy; luego su interseccion es no
vaciay o € (,oy Ci implicar € Cy CWNU, x € Chpy CVoNUpyt CUpiyz € WD,y U

Ley exponencial. Sea C'(X,Y) el espacio de las funciones continuas X — Y con la topologia
compacto-abierta, viz la dada por la subbase Uxy = {f € C(X,Y) | f(K) C U}, donde K
recorre los compactos de X y U los abiertos de Y. Vale: si Y es localmente compacto Hausdorft
entonces f : X x Y — Z es continua sii f : X — C(Y, Z) dada por f(z) = (y — f(z,y)) es
continua. Ademaés ev: C(X,Y) x X = Y, ev(f,z) = f(x), es continua.

Compactificacién de un punto de Alexandroff. Una compactificacion de X es un subespacio
t: X — X' con X’ compacto y ¢(X) C X’ denso. Dado X definimos la compactificacion de
Alezandroff como X' = X U {oo} cuyos abiertos son los de X junto a KU {oo} donde K



recorre los compactos cerrados; es compactificacion si X no es compacto. Es Hausdorff sii X
es localmente compacto Hausdorff.

Compactificacién de Stone-Cech. Dado X definimos ¢ : X — [0, 1] dado por «(z) =
(f(2)); v la compactificacion de Stone-Cech de X es ¢ : X — BX = 1(X); fX es compacto
Hausdorff por ser subespacio cerrado de compacto por Tychonoff; ¢ es compactificacion sii X
es Tychonoff (T} %). Vale la propiedad que lo caracteriza salvo isomorfismo: todo f : X — K,
con K compacto Hausdorff, se levanta de manera tinica a gf : X — K con f = (f o

Stone-Weierstrass. Si X es un conjunto, un dlgebra de funciones sobre k es un conjunto
AcCk¥talque f,gc A= f4+g€ A fgc A cf € A; se dice autoadjunta si ademds f € A;
se dice que separa puntos si para todos x,y € X hay f € A con f(z) # f(y). El teorema
dice que si X es compacto y A C C(X,F) es un édlgebra de funciones autoadjunta, que separa
puntos y contiene a las constantes entonces A = C(X,F). Primero para F = R. Hay una
secuencia de polinomios reales que en [0, 1] converge uniformemente a V/t: ponemos uy = 0 y
Unt1(t) = un(t) + 1(t — un(t)?); por induccién w,(t) £ VEy u, < wnsq; se ve la convergencia
puntual a v(t) porque {u,(t)},en es monétona y acotada; se ve que v(t) = /t; entonces se
ve que converge uniformemente. Ahora si f € A sigue que |f| € A, porque u,(f?/||f]]) € A
convergen uniformemente a |f|/|f||. Entonces si f,g € A entonces min{f,g} y max{f, g}
también: como A también es un &lgebra, usamos las férmulas min{f, g} = %(f +9— lf —gl)
y méx{f, g} = 5(f + g+ |f — g|). Para z,y € X distintos y o, 8 € R hay f € A tal que
f(z) = a, f(y) = B: hay g € A que los separa; tomamos f = a+ (8 — a)(g —v)/(6 — ),
donde v = g(x) y 6 = g(y). Si f € C(X,R), 2 € X y e >0, hay g € A tal que g(z) = f(x) y
g(y) £ f(z)+ e para todo y € X: para cada z € X sea h, tal que h,(z) = f(z) y h.(2) = f(2);
hay un entorno V(z) tal que y € V(2) = h.(y) < f(y) + € cubrimos X con finitos V/(z;); la
funcion g = mil’n f(2;) estd en A y cumple. Finalmente A = C(X,R): sea f € C(X,R); para

cada € > 0y cada x € X hay g, € A tal que g,(z) = f(z) v 9.(y) < f(y) + ¢; entonces hay
entorno U(z) tal que y € U(z) = g.(y) = f(y) — ¢ cubrimos X con finitos U(z;); entonces
¢ = méxg,, estd en A y cumple que f(y) —e < g(y) < f(y) + ¢; entonces f € A. Ahora

k = C sale porque f € A = %(f + 1), %(f — f) € A; entonces A contiene una algebra real
densa y C(X,R) C A, asf que f + gi estd y listo. Casos particulares: si K C R™ es compacto
entonces los polinomios en n variables son densos en C'B(K, R); los polinomios trigonométricos,
el subalgebra generada por €™ y e=™ son densos en C([0,1],C). Si X es métrico compacto
entonces los espacios C(X,R) y C(X,C) son separables: basta verlo para R; hay una base

numerable {U, },.en; el subalgebra generada por g,(t) = d(t, X ~\ U,,) cumple.

Nimeros reales Decimos que una secuencia (a,)nen de racionales es de Cauchy si para todo
€ € Q- hay ng € N tal que si n,m = ng vale |a, — a,,| < €. Definimos una relacién entre las
secuencias de Cauchy: (a,) ~ (b,) sii para todo € € Qs hay ng € N tal que si n = ng vale
la, — b,| < €. Se ve que es de equivalencia; sea R el conjunto de las clases de equivalencia.
Tenemos la inmersion Q <— R dada por a @. Vamos a darle estructura de cuerpo.

Cuerpo ordenado. Definimos la suma asi: (a,) + (b,) = (a, + by); se ve que esta bien
definida, que a+b=0b+a, (a+b)+c=a+(b+c) y a+0 = 0+a = a. Definimos el opuesto asi:
—(a,) = (—a,); también se ve la buena definicién y que (—a)+a = a+ (—a) = 0. Definimos la
multiplicacién: (a,) - (b,) = (a,b,); usando que las sucesiones son acotadas por ser de Cauchy
se ve la buena definicién. Tenemos también ab = ba, a(bc) = (ab)e, a(b + ¢) = ab + be,

(a4 b)c = ac + be. Si (a,) # 0 definimos (a,)  asi: le sacamos los ceros a (a,) (que son
finitos), invertimos los términos y tomamos clase de equivalencia; se ve la buena definicién
porque si (a,) # 0 entonces a partir de un punto no tiene ceros. Tenemos que si a # 0 entonces
aa~' = a~'a = 1. Ahora definimos un orden asi: a = b sii a, = b, para n grande; ponemos

a < bsinoa = b; se ve la buena definicién. Tenemos que si @ = b entonces a + ¢ = b+ c,
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—a 2 —by ac 2 besic 2 0. Definimos |a| como a si a 2 0y —a si no. Se tiene |ab| = |a||b|
y |a| + |b| 2 |a + b|]. Notemos que si = es real hay racionales z,, con |z — z,| arbitrariamente
cerca; en particular hay n € N con n > .

Topologia. Podemos definir una distancia entre reales d(a,b) dada por |a — b| que cumple
d(a,b) 2 0 con igualdad sii a = b, d(a,b) = d(b,a) y d(a,b) < d(a,c) + d(c,b); podemos definir
las bolas B.(a) = {b € R | d(a,b) < €} y darle una topologia a R a partir de la base formada
por B.(z) para cada x € Ry cada ¢ € Qo (hay que ver que si ¢ € B (a) N B, (b) hay €3
con B (c) C B (a) N B(b)). Se ve que las operaciones son continuas, que es de Hausdorff
y obviamente todo punto tiene una base de entornos numerable. Como todo z € R tiene una
sucesion en Q que converge a x se ve que Q es denso en R.

Completitud. Veamos que toda sucesion de Cauchy en R converge. Sea a, = mn de
Cauchy; veamos que hay a* € R con a, — a*. Dado n € N hay m, tal que si m = m,,
vale |apm, — Anm| < %; pongo a* = (apm, )n. Veamos que (apm,)n es de Cauchy: |anm,, —
anrm,,| = |@nm, — @ne| + |Gt — anre| + |ape — @i ,| < € si n,n’ son grandes de manera que
lan, — a,| < § ytes grande para que |y — Gny| < §y t 2 My, myy. Veamos que a — a*:
|Gk — G, | S | @y — | | @it — Qe |4 |Gt — @, | < €51k, m son grandes para que |ay —a,| < §,
n,t grandes para que |ag, — ap| < §, y t = m,. Escribiendo los reales en binario se ve que
IR| = 2%,

Supremo e infimo. Sea A C R no vacio; decimos que M es cota superior si a < M para
todo a € A; supongamos que A tiene una cota superior. Sea M el conjunto de cotas superiores
de Ay B el conjunto de reales x tales que hay a € A con x < a. Sea ag € By mg € M; si
n € N, consideramos la sucesién {x;}ieny dada por xg = ag, 41 = (x; + my,)/2; si {z;}ien C B
entonces m,, es minimo de M; si no, ponemos a,1 = x; € By My = ;41 € M y tenemos
lans1 — Mpy| S %\an — myl; en el limite m,, se vuelve el méximo de M. Probamos pues que
existe una menor cota superior, que se llama supremo. Similarmente si un conjunto no vacio
estd acotado inferiormente tiene una maxima cota inferior que se le llama infimo.

Limites superiores e inferiores. Ponemos R = R U {—00, +0c}; extendemos el orden; le
damos una topologia a través de la base de los intervalos abiertos (a,b) = {r € R|a <z < b}
y R. Ahora todo conjunto no vacio tiene supremo e infimo: si es acotado es el real; si no, es
+00 0 —00 segtin el caso. Dada una sucesién {a, },en el conjunto de puntos adherentes en R es
nunca vacio: si es no acotada entonces —oo 0 oo; si es acotada tiene una subsucesion mondtona
(por Ramsey infinito), que converge claramente a su supremo o infimo, 0, segun sea creciente o
decreciente; entonces podemos definir el limite superior lim sup ay O hm a, como el supremo

de los puntos adherentes y el limite inferior hm infa, o lim an como el mﬁmo Se cumple que

limsupa, = inf sup a, y hm infa,, = sup inf a,. En efecto sea L = inf sup a,; es claro que

n no€N ;> n0 no€N n2no no€N ;,>p0
limsup a,, £ L; ahora sea € > 0; hay ng € N con L < sup a,, < L + ¢; entonces hay n € N con
n n2ng

sup a, —€<a, Ssupa,y L—e<a, <L+e¢, porloque L es punto limite y L < hmmfan

n=ng n=ng

Compacidad. Veamos que [—M, M| es compacto. Lo cubrimos por abiertos y sea A el
conjunto de los = € [—M, M| tales que se puede extraer un subcubrimiento finito en [—M, x];
claramente —M € A; miramos el supremo y llegamos a contradicciéon. Esto implica que todo
cerrado y acotado es compacto. Se ve la reciproca. Como las funciones continuas mandan
compactos a compactos resulta que toda funcién continua de X C R compacto a R tiene
imagen acotada. Entonces tiene supremo e infimo y usando que es cerrada vemos que tiene
minimo y maximo.

Conexién. Veamos que A C R es conexo sii es un intervalo. Las bolas son convexas asi que
R es localmente convexo; luego A es conexo sii es conexo por poligonales, sii es un intervalo.
Una consecuencia es que si X es un espacio topoldgico conexo, f : X — R es continua,
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f(x) =a, f(y) =cya<b< centonces hay z € X con f(z) =b. Otra consecuencia es que si
f I — R es continua, donde I C R es un intervalo y es estrictamente monétona entonces es
un homeomorfismo f : I — Im f. En particular los polinomios de grado impar tienen al menos
una raiz.

Logaritmos y exponenciales. Para todo nimero a > 1y 2 > 0 hay m € Z con a™ < z <
a™. Sea A, el conjunto de los racionales m/n con n = 1 tales que a™ < z"; sea f: RT = R
dada por f(x) = sup A,; se comprueba que f(zy) = f(x) + f(y), que es continua, que es
estrictamente creciente, que Im f = R, luego su inversa es continua. Se llama logaritmo en base
a; se nota log,; su inversa se llama funcion exponencial y se nota x — a®.

Grupo fundamental y revestimientos De aqui en mas las funciones son continuas y I =
[0,1]. Decimos que f,g : X — Y son homotdpicas si hay una homotopia H : f ~ g, que es
una funcién H : X x I — Y con H(—,0) = fy H(—,1) = g. Es relacién de equivalencia
I(x si z€[0,2

(con Hi(—t) = f, H(z,t) = Hiz,1 —t) y H(x,t) = {ﬁg((z’;?_’l)ﬁsff’%ﬂ), ysif~g
entonces fh ~ gh (con H(z,t) = H(h(z),t)) y hf ~ hg (con H = hH). Si~,v : I — X son
caminos, decimos que son homotdpicos como caminos, y ~, ', si hay una homotopia H : y o~ /'
con H(0,—) y H(1,—) constantes. Dados caminos v,7" definimos la composicion de caminos
v(2t), si te[0,3]
v (2t—1), si te[3
(yx) %" o2y yx () %), v % ctey 1) p Cteyo) * 7 2 Y, Y * T :pi%(o), vy xp 2, Y kst
TV Y e Y sivy Y, flyxy ) =fyx Yy F(7) = f(9)-

Un lazo en zg es un camino w con w(0) = w(l) = zy. Definimos m (X, zg), el grupo
fundamental de X en g, como el conjunto de lazos en z, cocientado por =, con la operacién
[w] * [W] = [w* o], W™ = [@] y unidad [cte,,]. Si a es un camino de zy a 1, dfw] =
[@ * w * ] es un isomorfismo de grupos m (X, zg) — 7 (X, x1); esto implica que el m; sélo
depende (salvo isomorfismo) de la componente arcoconexa de xy. Dada f : X — Y definimos
foo s m(X,mo) = m(Y, f(w0)) por fulw] = [fwl; vale (gf)% = gl®fror f 1 X 5V se
dice equivalencia homotopica si hay g : Y — X con fg ~ idy y ¢gf =~ idx; en ese caso
f¥o es un isomorfismo (sean o = H;‘jf(xo, —)yd = H}(;Y(f(xo), —); se ve &gf(%)ff“ =idy
&' F710) gf @) — iq: como & v &' son iso, g/ * es sobre y mono, luego iso, v luego £ es iso). X
se dice simplemente conexo si es arcoconexo y m1(X) = 0. Todo convexo es simplemente conexo
porque si 7o € X, r: X — {xo} es equivalencia homotépica con H (x,t) = tx + (1 — t)x.

Van Kampen. Si X = Uiel X; con X; abiertos, X; N X; N X} arcoconexo para todos
i,5,k, y © € [,y Xi, entonces m1(X,z) es el producto libre de los m(Xj, z) cocientado por
las relaciones [w]; ~ [w]; con w lazo en X; N X;, [w]; € m(X;, ) y [w]; € m(X;,x). Esto es
equivalente a: dados morfismos f; : m(X;,z) — G tales que si & : 7 (X; N X, 2) = m(X;, x)
y o m(X; N X, x) = m (X, ) son inclusiones entonces fiil = f;u/, entonces existe un tnico
morfismo f : m(X,2) — G tal que para todo @ si t. : m(X;,2) = m(X,z) es la inclusion
entonces f; = fi.. Todo lazo w es equiv a wy * -+ * w, con w; lazo en X, (gracias a su
arcoconexion), entonces ponemos f([w]) = fi,(Jw1]) -+ fi, ([wn]); hay que ver que estd bien
definida, esto es, si wy * -+ * w, =, w] * --- * w/, entonces obtenemos el mismo resultado;
tomamos una homotopia H, partimos I x I en rectangulitos con H|r C X; en cada R, para
algin 7, hacemos que los vértices de cada rectangulito estén en como mucho tres rectangulitos,
y vamos transformando el lazo de abajo en el de arriba en pasitos que preservan f, haciendo
que cada segmentito sea un lazo en X; N X; N X}, (posible gracias a su arcoconexién, yendo de
x y luego volviendo). Consecuencia: m;(S™) =0sin = 2: " = (5"~ {p}) UU, U entorno de
p homeomorfo a una bola de R™; S™ \ {p} es homeo a R"; (S" \ {p}) NU = U ~ {p} homeo
a bola de R™ pinchada, que es arcoconexa si n = 2; como m(R") = 0y m(B) = 0, resulta
7T1(Sn) = 0.

~v %+ como el camino t { R el camino inverso 4 dado por t — (1 — t); vale
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Un revestimiento p : X — X es una funcién sobre tal que si z € X hay U C X entorno
abierto de  parejamente cubierto, viz tal que p~'(U) =[], Va con V, abiertos y ply, : Vo, —
U homeos. Sip: X — X revestimiento, Y conexo, f,g:Y — X con pf =pg v f(vo) = 9(w0),
entonces f = g (hay que ver que A={y € Y | f(y) = g(y)} es abierto y cerrado; si y € A hay
V entorno abierto de f(y) con p|y homeo, luego U = f~1(V)Ng=1 (V) cumple ply f| = plvylu,
luego fly = glu y U C A; siy € A, hay V, V" abiertos disjuntos en X con f(y) € V, gly) e V!
luego U = f~H(V) N g~ (V') cumple f(U)Ng(U) =@ y U C A°). Una fibracién p: X — X es
unafunci(’)ntalquesif:Y—>)~(yH:Y><I—>Xconpf H(—,0), hay H:Y xI — X
con f=H(—,0)y H=pH. X

Y><I—>X

Todo revestimiento es fibracién (para todo y € Y construimos NN, entorno abierto y ﬁy : Ny X
I — X con pﬁ[y = H|nyx1y f[y(—, t) = f|n,; se pegan bien por el teorema anterior; dadoy € Y,
tomo entornos parejamente cubiertos del camino H(y,—) : I — X, y por compacidad de [ hay
una particién 0 = tg <t < --- <t, =1 con H({y} x[t;-1,t;]) C U; con U; abierto parejamente
cubierto, tomo N, abierto tal que y € N, y H(N, X [t;_1,t;]) C U; y voy armando H|Ny o
en base a la anterior y a que ﬁ|NyX{o} = f|Ny, tomando el abierto V C X con plv:V = U;
homeo y H (N x {IfZ 1}) C V, quizés achicando N, en el camino para que pase eso, y poniendo
H|nyxite 10 = Pl H]Nyx[tl 4])- Sip: X — X es revestimiento, p?° es monomorfismo (hay
que ver que pw pw' implica w ~ '; levantamos H : pw ~ pw’ a H : w ~ &"; ahora
pH(0,—) = pH(1,—) = pctey, vy c01n(31den en 0, luego H(0,—) = ﬁ](l,—) = Ctezo; ahora
pw” = pw' vy coinciden en las puntas, luego w” = W' y Hesw ~, ', listo). Todo camino =
en X se levanta de manera tinica a un camino % en X’ con py* = v y 5%(0) = Z¢; vale

NJ;

AT v AT iy o ! k= AT 5 370y AT — 3370 (1) entonces m (X, o) actia sobre
la fibra p~1(zq) con [w] - #y = @™ (1); asi que hay una biyeccién entre (X, zq)/pZom (X, Zo)
y los puntos de p~!(zo) en la misma componente arcoconexa de Zy. Tenemos que p : R — S*
dado por p(t) = €*™ es un revestimiento, la biyeccién es m(S?, 1) <+ Z, se ve que es morfismo
y resulta m(S1) & Z.

Aplicaciones. Dado f : S' — X, f =~ cte,, sii f se extiende a f : B> — X sii f, es
trivial; consecuencia: ni idg: ni la inclusién 7 : S' — R? \ {0} son nulhomotépicas. Dada
[ B> = R?*~ {0}, hay z € S* con f(x) = Az, A > 0 (si no pasa, H(x,t) =tz — (1 —t)f(x)
serfa —f|g1 =~ idg1, luego f no serfa nulhomotdpica y no podria extenderse a B?, absurdo).
Brouwer: f : B?> — B? tiene punto fijo (si no tiene, f(x) — z cumple lo anterior y hay
z € S' con f(z) = (1 + Nz, luego |f(x)| > 1, absurdo). Borsuk-Ulam: si f : S' — S?
cumple f(—x) = —f(z) entonces no es nulhomotdpica (puedo asumir aplicando una rotacién
que f(1) = 1; ¢ : S* — S dada por ¢(z) = 2% es un revestimiento y cociente por la relacién
2z ~ —z; vale ¢f(2) = qf(=2), luego hay g : S' — S! con gq = qf; el camino a(t) = ™

vade 1 a —1; a = q& es un lazo; gila] = [gqa] = [¢fa] # 0 porque f& va de 1 a —1; luego
g« # 0y se ve que f, # 0). Borsuk-Ulam en S?: si f : S? — R? hay x con f(z) = f(—=x)
(si no g(z) = ‘ﬁg—m serfa S? — St con g(x) = —g(—x) pero su restriccién a St seria

nulhomotopica, absurdo).

Levantamiento de funciones a revestimientos. Si p : X — X es un revestimiento con
p(Zo) = w0y f:Y — X con f(yo) = w0 y Y arcoconexo y localmente arconexo, entonces existe
f:Y >Xconpf=/fy f(yo) = To sil fimi (Y 90) C pemi (X, Eo); en ese caso f es tnica (si
existe f, fom(Y,10) = pofumi(Y,10) C puemi (X, Zo); si pasa eso, para cada y € Y tomamos 7y

camino yo ~ y y ponemos f(y) = ﬂxo(l); estd bien definida porque si 7,7 : yo ~ y, f(7v*7')
es lazo en g, luego como f.m1(Y,v0) C p«m1(X,Zo) su levantado en Ty es lazo y se ve que

13



]/”vao(l) = ﬁ’xo(l); f continua: siy € Y sea U entorno de f(y) con p|y homeo y V entorno de
y arcoconexo con f(V) C p(U); hay que ver f(V) C U;siy, € V hay v:y~» y en V, luego

fv en p(U) se levanta a ﬁf(y) en U; ahora f(yo ~ y ~ y1) se levanta a &g~ f(y) ~ f(y1) y
~ — f(y)
fy) =fv (1) €l).

Transformaciones deck. Si p : X — X es un revestimiento, X arcoconexo y localmente
arcoconexo, una transformacion deck es un homeomorfismo ¢ : X — X tal ‘que p = pg; forman
un grupo G¢. Por lo anterior para todos o, #1 con p(Zo) = p(#1) v pemi(X, &o) = pom (X, #1)
hay una ﬁnica transformacién deck con ¢(Zg) = #,. Si H = p,m(X, %) y N = {[w] €
(X, o) | [w] 'H|w] = H} hay un isomorfismo N/H — Gy dado por [[w]] — ¢ € Gg |
d1(F0) = [w] - T (bien definida porque (X, [w] 7o) = [0 'my (X, Zo)[@™] y lo anterior;
morfismo porque si [w], [w'] € N, aplicarle ¢,y a @™ : Ty~ &' (1) da un levantado de &' que

- NIU
sale de ¢p,)(Zo) = @™ (1), es decir, da @™ M) cuyo fineswxw (1), y Pluosw'](T0) = Ol P (%0);
suryectiva porque si ¢ € Gz, T1 = ¢(Zy), o camino de Ty a 71, (X, 5) ={[axwxa] | [w] €
(X, 21)}, pemi (X, 21) = [pa] ' pomi (X, Zo)[pa] v ¢(F0) = [pa] - Zo).

Revestimiento universal. Si X es arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente sim-
plemente conexo (viz que si € X hay U ab, x € U, con v, : m(U,z) — m(X,z) es cero)
entonces existe revestimiento p : X = X con X simplemente conexo. Primero vemos que
B = {U C X | U abierto arcoconexo y ¢, : m(U) — m1(X) cero} es base. Fijamos zq € X
y ponemos X como el conjunto de caminos de z, cocientado por ~, Yy Do X — X dado
por p[y] = v(1). Le damos topologia a X con la base formada por los Uy = {lv*n] |
1 camino en U con 7(0) = (1)}, donde U recorre By [7] € X con (1) € U. Se ve que
pluy, + U — U es biyectiva (por cémo estd definido B). Vemos que p es revestimiento: es

abierta (se ve sobre la base pero p(Up,) = U), es continua (si [y] € X, U € B entorno de
pl), p(U) = U), pH(U) = [{U}y st U € B, porque si Uy N Upyp # @, Uy = Upy). Vemos

v(s), si se[O,t]]

que X es arcoconexo: si [y] € X vemos que 7 : I — X dado por t — [s > {v(t), i seft1]

es un camino de [ctey,] a [y]. Veamos m(X) = 0: si 4 lazo en [cte,,], ¥ = p7 lazo en zg, y

t— [s > { Ef)) o jg[[ff]]} lo levanta en [cte,,], luego es 7, pero va a [y], asi que [y] = [ctey,],
<[] =0y [¥] = 0 por p, mono, listo. ) )
Clasificacién de revestimientos. Si p : X — X es universal, viz m(X) = 0, m(X) =

Gy via [w] = ¢, v H < Gg, que es {@p}wen<mn(x), actia sobre X de manera que
q : X — X/H (las 6rbitas, con la topologia final) es un revestimiento y py : X/H - X
dada por p = ppq es revestimiento, con pmemi(X/H) = H*. Dos revestimientos p : X — X,

: X' — X se dicen equivalentes si hay un homeo ¢ : X — X’ con p = p'¢. Si X es
arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente conexo, hay una biyeccion
entre las clases de equivalencia de los revestimientos arcoconexos p : X — X y las clases de
conjugacién de los subgrupos de m(X), dada por [p] — [p.m1(X)].

Homologia El n-simpler A™ se define como la cépsula convexa de la base candnica de R"+!,
Dado un espacio topolégico X definimos C,(X), paran = —1, como G(¢A"X) con G un grupo
abeliano, y C_1(X) = 0; los elementos de C,,(X) se llaman cadenas. Definimos el morfismo
de borde d,, : Cp(X) — Cn_1(X) por dp(0) = D (=1)'0juy, 05,00 10s elementos de su
nucleo se llaman ciclos y los de su imagen bordes. Tenemos d,,d,,,1 = 0, luego imd,,;; C kerd,
y podemos definir la homologia singular H,(X) = kerd,/imd,,;. Poniendo C_1(X) = G
y do(Y ;craioi) = Y .cpa; formamos los grupos de homologia reducida H,(X), y tenemos

Hy(X) = {I?O(X)@G SXFT (X)) {()Gssii)gffg; el resto iguales. Si X = []

Ho(X)20 si X=0
descomposicién en componentes conexas entonces H,(X) = @ 4 Hn(Xa). Ho(X) = GO,

acA Xa €8 una
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donde C recorre las componentes arcoconexas. Si X es un punto, Fln(X ) = 0 para todo n.
Una funcién f : X — Y continua induce morfismos f, : C,(X) — Co(Y) por f(o) = fo,y
se tiene f,_1d, = dpfn, por lo que hay un morfismo f, : H,(X) — H,(Y) con f.[o] = [fo];
vale (fg). = fugs v idx. = idp(x). Decimos que frrGin = Co(X) = C,(Y) son homotdpicos si
hay hy, : Co(X) = Crya(Y) con gn — fou = dps1hn + hp_1dy; implica f, = g,. Si f,g: X =Y

son homotdpicas, f,g también (dado n, sean v; = (e;,0) y w; = (e;, 1) para i = 0,...,n; si
H: X xI—Y eshomotopia f ~ g, hy(0) = D" o(—1)"H (0 X id})|ug,...,v,1,....0n] €S homotopia

f ~ §). En particular, si f: X — Y es una equivalencia homotépica, f, : Hno(X) = Hu(Y) es
un isomorfismo. De acé sale que H,(R") = 0 para todo n.

Mayer-Vietoris [sd]. Si U es un cubrimiento abierto de X, defino C%(X) C C.(X) como
el subcomplejo generado por | J; o, C(A*,U); vale (teorema) que i : C¥(X) — C.(X) es un
retracto por deformacién fuerte, es decir, existe r : C,(X) — CY(X) tal que ri = id, ir ~
id; en particular 7, : HY(X) — H,(X) es iso. Si U = {U,V} tenemos la sucesién exacta
corta 0 — CL.(UNV)SC.(U) @ C.(V) S CH(X) = 0, con alo) = (0,—0) v Blr,n) =
7 + 7, que induce la sucesién exacta larga (usando el teorema) --- — H,(UNV) ™S H,(U) ®
H,(V) 5 H,(X) 2 H,(UNV) = ---. Aplicacién: H,(5") = ooz (tomo U = 5™\ {e1},
V=8"\{e}yUnNV ~ 51 UV ~ R"); corolario: R" y R™ no son homeomorfos si
n # m. Brouwer: f : D" — D" tiene un punto fijo (la recta Az + (1 — X)f(z) corta a
S"=1 en un punto con A = 1, lo que define una retraccién r : D® — S™~! imposible viendo
H,_1). Si X es homeo a D* entonces H;(S" ~ X) = 0y si X es homeo a S¥ con k < n
entonces H;(S™ ~ X) = {&sii=n=k=1 " Curva de Jordan: si f : S"~' — R™ es inyectiva entonces
R"™ . f(S™ 1) tiene dos componentes conexas. Si X = S" y X C S™ entonces X = S™; son
imposibles X C R" y X C S™ para m < n; si X = R" entonces es imposible X C R™ para
m < n. Invarianza de dominio: si U C R" abierto, f : U — R inyectiva entonces f(U) es
abierto.

Homologia relativa. Si A C X es subespacio, definimos C, (X, A) = C,(X)/C.(A) y
H, (X, A) sus grupos de homologia; la sucesion exacta corta 0 — C,(A) — Ci(X) — Cu(X, A)
— 0 induce una sucesién exacta larga sobre los grupos de homologia: --- — H,(A) —
H,(X) — H,(X, A)an_l(A) — ++-. Escision I: si Z € A C X, A abierto, Z cerrado,
la inclusién ¢ : (X N Z, AN Z) — (X, A) induce un iso i, : H,(X N Z, AN Z) — H,(X,A).
Escisiéon II: si X = AU B, A, B abiertos, la inclusién i : (B,AN B) — (X, A) induce un iso
iv : Hy(B,AN B) — H,(X,A). Invarianza de dimensién: si U C R™", V' C R™ son abiertos

homeomorfos entonces n = m.

Espacios métricos Un espacio métrico es un conjunto X y una distancia d : X? — Rxq que
cumple: d(z,y) =0siiz =y, d(z,y) = d(y,z) y d(z,y) < d(x,z)+d(z,y). Si X,Y son espacios
métricos, una inmersion métrica es una funcién f : X — Y tal que d(f(z), f(y)) = d(z,y)
para todos x,y € X si es sobreyectiva entonces es biyectiva y se dice isometria; los espacios
métricos forman una categoria con las inmersiones métricas. Si X es un conjunto, M es un
espacio métrico y f : X — M es una funcién podemos darle una métrica a X dada por
d(z,y) =d(f(x), f(y)) para cada z,y € X; se llama métrica inducida por f. Si N C M, donde
M es un espacio métrico, N con la métrica d| 2 es un espacio métrico, que se llama subespacio de
M. Definimos las distancias d(z, A) = ;gff} d(z,y) y d(A, B) = igg d(xz,B). Tenemos d(x, A) <

d(x,y)+d(y, A). Un conjunto A se dice acotado si hay M € R tal que d(z,y) £ M para todos

z,y € A; en ese caso tiene sentido definir el didmetro §(A) = sup d(x,y); la unién de dos
r,yeA
acotados es acotada.

Espacios topoldgicos métricos. Si z € X y € € Rt definimos la bola B.(z) = {y € X |
d(z,y) < €}; tenemos que si & € B, (x1) N Be,(x2) entonces Be(x) C B, (x1) N Be,(22), donde
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€= %min{el —d(x,x1), €2 — d(z,x5) }, asi que le podemos dar una topologia a X formada por
la base que dan las bolas; el conjunto {B/,()}nen es una base de entornos de x numerable
para cada = € X, luego X cumple 1AN, y ademds es Hausdorff; si A C X entonces d(z, A)
es continua; si A, B son cerrados disjuntos entonces f(x) = % es continua asi que
U= f70,3) yV = f(31]) son abiertos disjuntos que cubren A y B y X es normal,
luego Ty. Definimos la bola cerrada Bl(z) = {y € X | d(z,y) < €}, vemos que es cerrada y
B(c) C B.(z). Un espacio topoldgico se dice metrizable si estd inducido por una métrica sobre
el conjunto; metrizable implica 1AN y Ty. Los subespacios topoldgicos son los subespacios
métricos. Si (X, dy,)nen son métricos, ponemos d,(z,y) = min{d,(x,y), 1}, es métrica y da la

misma topologia en cada X,,, y [], oy Xn tiene la misma topologia como producto de (X,,,d,) y

neN

con la distancia D(z,y) = sup M. X metrizable es separable sii es 2AN (si hay un denso

{an }nen entonces {Bi/m(an)}nm)enz es base) sii es de Lindelof (una implicacion es facil; si el
espacio es de Lindel6f entonces cubrimos X por bolas de radio 1/n para cada n, tomamos un
subcubrimiento contable y un punto de cada bola del subcubrimiento; todos estos puntos son
a lo sumo numerables y forman un conjunto denso).

Teorema de metrizacién de Urysohn. Todo espacio 2AN y T} es metrizable. Si {U,} es una
base numerable, sea F el conjunto de las f;; : X — [0, 1] continuas que da 7T}y sobre Uy U5 en
caso de que U; C U;. F es numerable y 6 : X — [0,1]7 dado por 8(z) = (f(2))fer cumple que
0 : X — im0 es homeomorfismo. Inyectiva: si x # y, hay U; con z € U;, y € U; ahora por T}
sobre {z} y US hay U; con x € U; C U; C U;, entonces f;; separa z,y. Continua: porque las f
son continuas. Abierta: si @ € U sea U; con z € U; CU; y Ay = {0(y) | |f;(y) — fu()| < 5}
A, es entorno de 0(z) y A, C 0(U;), asi que O(U;) es abierto. Como F es numerable, [0,1]7 es
metrizable; como 6(X) C [0,1]7, X es metrizable.

Completitud. Una sucesién {z;}ien se dice de Cauchy si para todo € > 0 hay ng € N con
n,m 2 ng implica d(z,,z,) < €. Si {a,}nen es de Cauchy es acotada, y si tiene un punto
adherente entonces converge a ese punto. Un espacio métrico se dice completo si toda sucesion
de Cauchy converge; es equivalente a que toda familia decreciente de cerrados {C,, },en no vacios
con h’Trln d(Cy) = 0 tiene interseccién no vacfa. Todo cerrado en un completo es completo; todo

subespacio completo es cerrado. Si un espacio es compacto es completo, ya que toda sucesién
tiene una subsucesion convergente y luego si es de Cauchy converge. Se puede adapatar la
demostracion de que todo espacio de Hausdorff localmente compacto es de Baire para mostrar
que todo espacio métrico completo es de Baire.

Compacidad. X métrico es compacto sii es completo y precompacto o totalmente acotado,
esto es, que para todo € > 0 hay un conjunto finito z1, ..., x, tal que X = B (x1)U---UB(x,).
Si X = U,e; 4i pedimos 4, ..., x, tales que X = (JI!, By/n(2;); hay x; = x,, tal que By, (z,)
no se puede cubrir con finitos A;, para cada n € N; podemos pedir que las bolas B/, (x,)
se corten; la sucesion de sus centros es de Cauchy asi que converge a un punto x; sea i € [
con x € A;; como A; es abierto hay k € N con # € Byp(x) C A;; entonces By i(xr) C A,
lo cual contradice que Bi/x(xr) no se pueda cubrir con finitos A;. Si en X toda sucesion
tiene una subsucesion convergente entonces es precompacto: ponemos z; € X arbitrario; para
n 2 1 ponemos z,+1 € X \ U, Be(xi); si este proceso termina tenemos precompacidad; si
no, obtenemos una sucesién con d(z;, ;) = € para todos i # j, la cual no puede tener una
subsucesion convergente: contradiccién. Entonces compacto sii toda sucesion tiene subsucesion
convergente.

Continuidad uniforme. Una funcién f : M — N entre espacios métricos se dice uni-
formemente continua si hay una funcién § : RT — R* tal que si 2,y € M y € > 0 en-
tonces d(z,y) < 0(e) = d(f(z),f(y)) < e Si f: M — N es continua y M es com-
pacto entonces es uniformemente continua: sea € > 0; sea z € M; hay §(z) > 0 con
d(z,y) < 6(x) = d(f(z), f(y)) < §; las bolas Bj(,)(z) cubren M; tomamos un subcubrimiento
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mandan sucesiones de Cuachy en sucesiones de Cauchy.

Punto fijo. Sea X completo. Si f: X — X es continua y hay k € (0,1) con d(f(z), f(y)) =
kd(z,y) para todos x,y € X entonces hay un tunico a € X tal que f(a) = a. Ponemos
zo € X arbitrario y x;11 = f(x;); vemos que d(zy,, T,p) = 1—1k:"k—" d(xp, Tny1) < ﬁd(mn, Tpi1) S
%d(ml, x9) sin < m asi que es de Cauchy; luego converge a x y claramente f(z) = x. Unicidad
es d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) asi que d(a,b) =0y a =bsi a,b son dos puntos fijos.

Espacios de funciones. Si X,Y son espacios métricos definimos B(X,Y’) como el conjunto
de funciones f: X — Y acotadas, es decir, tales que Im f es acotada, y CB(X,Y) C B(X,Y)
como el subconjunto de las que ademés son continuas; son espacios métricos con la distancia

d(f,g) = supd(f(z),g(z)). Se ve que convergencia de {f,}nen a f en B(X,Y) es equivalente
reX

n
finito |J;_, Bs(z,) (i) y ponemos d(e) = mi{l d(z;). Las funciones uniformemmente continuas
1=

a que para todo € > 0 hay no € N tal que d(f(x), fo(x)) < € para todon =2 nyy = € X;
esto ultimo se llama convergencia uniforme. Veamos que CB(X,Y) es cerrado en B(X,Y),
es decir, que si {f,}nen convergen uniformemente a f entonces es f continua; sea o € X
y veamos que para € > 0 hay 6 > 0 tal que si d(z,z) < & entonces d(f(x), f(zo)) < €
ahora d(f(x), f(x0)) = d(f(x), fu(x)) + d(fn(2), fa(20)) + d(ful@0), [ (20)); pidiendo n grande
controlamos el primer y el tercer término; achicando ¢ controlamos el del medio. EI mismo
argumento da que el espacio UB(X,Y) C CB(X,Y) de las uniformemente continuas acotadas
es cerrado.

Completitud de B(X,Y). Si Y es completo entonces B(X,Y) también; en particular
CB(X,Y) también. Si {f,}nen es de Cauchy entonces {f,(z)}nen es también de Cauchy
para cada z € X asi que podemos definir f por f(z) = h’gln fn(z). Veamos que la convergencia

para todo x € X; ahora d(f,(z), f(z)) = d(fu(2), fin(z)) + d(fim(x), f(2)); el primer término
se controla porque {f,}nen es de Cauchy; el segundo porque f(x) = lim f,(z) asi que basta

es uniforme: queremos ver que si € > 0 hay ng tal que n = ng implica d(f,(x), f(x)) < €

tomar m grande dado z. Falta ver que f € B(X,Y") o sea que es acotada, pero d(f(x), f(y)) <
A(F (@), Ful@)) + d(fal@), Ful)) + d(ful), F(1).

Completacion. Sea X un espacio métrico y a € X. A cada u € X le asociamos la funcion
fu: X — R dada por f,(z) = d(u,z) — d(a, z); entonces u — f, es una inmersién métrica de
X en CB(X,R). Entonces X es isométrico a un subespacio de CB(X,R); como CB(X,R) es
completo, la clausura es completa. Probamos que todo espacio es un subespacio denso de un
espacio completo, que se llama completacion del primero. Se ve que la completacién es tinica
salvo isometria.

Equicontinuidad. Una familia F' de funciones de X — Y se dice equicontinua si para
todo z € X y para todo € > 0 hay § > 0 tal que si y € X cumple d(z,y) < J entonces
d(f(z), fly)) < € para todo f € F; se dice uniformemente equicontinua si para todo ¢ > 0
hay § > 0 tal que si x,y € X cumplen que d(z,y) < & entonces d(f(z), f(y)) < € para toda
f€F. Si AcC B(X,Y) es equicontinuo entonces A también es. Si F es equicontinua con X
compacto entonces F' es uniformemente equicontinua. Si {f,,},en es una sucesién de funciones
continuas que convergen uniformemente entonces { f,, },en €s equicontinua; en particular si X
es compacto va a ser uniformemente equicontinua. Si {f,},en es una sucesién de funciones
equicontinua con X compacto que converge puntualmente entonces converge uniformemente.

Ascoli-Arzela. Sea X compacto, Y completoy H C CB(X,Y); el teorema dice que H es rel-
ativamente compacto sii H es equicontinuoy H(z) = {f(z) | f € H} es relativamente compacto
para cada z € X. Necesidad: si H es relativamente compacto se ve que H(x) es precompacto asi
que por completitud de Y resulta relativamente compacto; se ve equicontinuidad. Suficiencia:
como C'B(X,Y) es completo sélo hay que probar que H es precompacto; dado ¢ > 0 sea V(x)
un entorno tal que y € V(x) = d(f(x), f(y)) < §; cubrimos X con finitos V' (z;) con i € [1,m];
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cada H(x;) es relativamente compacto asi que su unién (finita) K también; sean cq,...,¢, € K
tales que si u € K entonces u € Be(c;) para algin i; sea ® el conjunto (finito) de las funciones
[1,m]NN — [1,n]NN; para cada ¢ € ® sea L el conjunto de todas las funciones f € H tales que
d(f(xi), coy) < § paratodo i € [1,m]; de la definicién de los ¢; sigue que H esta cubierto por la
union de los Ly; para terminar basta con mostrar que el didmetro de cada L, es menor a ¢€; ahora

sif,9 € Ly, d(f(y),9(y)) < d(f(y), f(x:) + d(f(2:), cor) + d(Coq), 9(2:)) + dlg(2:), 9(y)) < €

pidiendo i de manera que y € V(z;).

Numeros complejos Definimos en R? dos operaciones: la suma (a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d)
y el producto (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, bc + ad); escribimos a + bi a (a,b) y tenemos i* = 1; las
operaciones dan estructura de cuerpo a R? que llamamos C, el cuerpo de los nimeros complejos:
definimos la funcién conjugacién z € C+ zZ € C como a + bi = a — bi; se ve que a +b=a+b
y ab = ab; definmos la norma z € C ~ |z| € Rz dada por |z| = v/2Z; define una distancia
d(a,b) = |a—bl; se ve que las operaciones son continuas; el espacio es completo; un subconjunto
es compacto sii es cerrado y acotado; las bolas son convexas.

Series de potencias. Una serie de potencias es una serie funcional )~ a,(z — a)"; si
R = ————— entendiendo que 1/0 = 400 y 1/00 = 0 entonces la serie converge absoluta

lim sup \/|a_n

y uniformemente en Bg(a) y diverge en todo punto de C — Bg(a), donde B, (a) = C; en
particular la serie converge absoluta y puntualmente a una funcién continua en Bg(a). En

efecto, sea K C Bpg(a) compacto; sea r = mé% |z — a| (existe por compacidad); entonces K C
TE

B,(a) C Bg(a) asi quer < Ry rhmsup an| < 1; sea p € R con rhmsup Ylan| < p < 1;
como hmsup lan| = 1nf sup an], hay k € N con sup Y Nan| < p/r asi que {/|a,| < p/ry

la,|r™ < p" para n 2 k:, siy € K tenemos ly —al = < r asi que |a,(y — a)"| = |an|r™ < p™y
Yooy @n(z — @)™ estd mayorada por » 7 p" = < kp, luego Y >, an(z — a)" converge absoluta
y uniformemente a una funcién continua en todo compacto contenido en Bg(a) y por lo tanto
puntualmente a una continua en todo Bg(a ) Se ve que en C \ Bg(a) diverge. Se ve que

hm inf |a"+1| < hm inf {/]a,| < lim sup Y/ |ay,| £ lim sup Ja |”+|1| asi que si hm o |"+|1| = L entonces
TL

es 1gua1 a 11m sup /|an| v R, el mdw de convergencia de la serie, es 1gua1 al/L.

(e’e} Al

Funcién exponencial. Llamamos funcion exponencial a la serie de potencias e* = ) > %,
con radio de convergencia infinito. Tenemos e* 7% = e ¢€* usando la férmula w(} " an, ), bn)
= Zmn w(am, b,) para u bilineal continua; en particular tenemos e ® = 1/e”; vemos que

= R*. Definimos la funcién logaritimica In : R™ — R como la inversa de ¢ : R — R*.
Deﬁmmos las funczones trigonométricas seno y coseno como sen : C - Cycos: C— C

etz iz —iz
dadas por senz = =5~ y cosz = €£e—. Tenemos sen’z + cos’z = 1, sen(z +y) =

21 .
senz cosy + cosx seny, cos(r +y) = coswcosy —senxseny, e*TY = e”(cosy + iseny). Se ve
que sen(R), cos(R) C [—1,1] viendo las series y que sen’ x = cosz, cos’ v = —senz. Derivando

coseno real un par de veces se ve que cosz < 1 — % + % Yy que cos V3 < —1/8; como cos0 =1

hay x € (0,/3) con cosz = 0; sea I el minimo del conjunto {z € R* | cosz = 0} y definimos
7 = 2I; vemos que sen 7 = 1y se ve que sen(z + 2m) = senx, cos(x + 27) = cosx. Si z € C,
z # 0 entonces hay un tinico ntimero real 6 € [0,27) con z = |z]e? = |z|(cosd + isen ). En
particular vemos que si z € Cy n > 0 entonces hay z, € C con 2 = z.

Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio f € C[z]| de grado positivo tiene una
raiz. Vemos que hay R > 0 con |z| > R implica |f(2)| > |f(0)|, asi que |f| tiene minimo
global en Bg(0), que se alcanza en x € C; supongamos que |f(z)] > 0. Ponemos f(t) =
cotalt—z)+ -+t —2)" = co+ cp(t —x)™ + (t — )" Tg(t — z), con ¢, ¢ # 0 (lo
segundo por ser f de grado positivo). Ponemos t = x + Az, con 2" = —cy/c,,. Entonces
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f(t) = co(l — N + )\m“zf”lcglg()\zl)). Sea C' > 0 con |z{”+1calg()\zl)| < C, con X\ € [0,1].
Entonces [f(t)| < |col(1 — A™ + CA™ ) y con A < 1/C obtenemos 0 < 1 — A" + CA™1 <1y
|f(t)] < |eo| = | f()], absurdo.

Espacios normados Sea E un k espacio vectorial, donde k£ es R o C; una norma en E es una
funcién z — ||z|| tal que ||z]| = 0 con igualdad sii z = 0, ||Az|| = [Nz ¥ |z +yl| < ||| + ||yl
para todos x,y € E; E con una norma definen un espacio normado. Los espacios normados son
métricos con la distancia d(z,y) = ||x — y||. Las operaciones de espacio vectorial son continuas.
Si E, F son espacios normados, f : F — F es lineal entonces es continua sii es uniformemente
continua, sii es continua en cero y sii hay M > 0 con || f(z)|| £ M]||z||; los primeros tres sii
son obvios; si f es continua en cero, hay 6 > 0 tal que ||y|| < ¢ implica ||f(y)| < 1, asi que

con y = gHTxH tenemos || f(x)|| < 2||z[]; el reciproco es obvio. En general si Fi, ..., E,, F son
espacios normados y f : Ey X --- X E,, — I es multilineal entonces es continuo sii hay M > 0
con || f(x1,...,zn)|| £ M||x1]| ... [|zn]|. Dos normas || - ||1, || - |2 se dicen equivalentes si inducen

la misma topologia; la identidad id : E — FE es lineal; si las normas son equivalentes va a
ser continua, o sea que va a haber M; > 0 con ||z|; £ M||z||2; similarmente My > 0 con
Ms||z]lo £ ||z]]1 £ My||z||2; el reciproco es claro.

Hiperplanos. Un hiperplano H es un subespacio propio maximal, o sea el nucleo de un
morfismo no nulo f : E — k. Claramente H es subespacio; entonces H es cerrado o denso;
veamos que es cerrado si y sélo si f es continua: si f es continua f(H) C f(H) = 0 asf que es
cerrado; si f no es continua sea v € E — H; si d(v,H) > 0, hay M > 0 con |[h+v|| =2 My
1w+ )| = [ £ < 2B+ ofl, [ (v + B)[| = lal [l £(0)]| < 2B+ av], asf que como
E = H & (v), f es continua, absurdo; entonces d(v, H) =0y H es denso.

Dimensién finita. Si {vy,...,v,} es una base de E entonces (ay,...,a,) = ajv1+- -+ apv,
es un homeomorfismo. Por induccién en n: para n = 1 es trivial; si se cumple para n — 1
sea H el hiperplano (vq,...,v, 1); la hipdtesis inductiva dice que la norma inducida en H es
equivalente a la norma : <r§1<é:lx_ X |a;|; entonces H es completo y por lo tanto cerrado en E; luego

av, + -+ - 4+ a,v, — a, es continua y avy + - -+ + a,v, — (al, .. ,an) es continua; ahora la
continuidad de a; — a;v; y + : (v1) X -+ - X (v,) — E arman la inversa continua. En particular
resulta que todas las normas son equivalentes y que E es completo. Se ve que si E es cualquier
espacio normado, V' es un subespacio cerrado y W es un subespacio de dimension finita entonces
V + W es cerrado; en particular los subespacios de dimensién finita son cerrados. Obtenemos
el teorema de F. Riesz: todo espacio normado localmente compacto es de dimensién finita:
dilatando la norma sin alterar la topologia logramos que B = {x | ||z|| £ 1} sea compacto;

lo cubrimos con bolas Bi/s(ay),...,Bi(ay); sea Vo= (a1,...,a,); si V = E estamos; si
no, hay * € F con x ¢ V asi que como V es cerrado por lo anterior, d(z,V) = a > 0y
hay y € V con o < flz —yl| £ 30 si 2 = ey entonces hay i con ||z — a;f| < 1, pero

r=y+|lz—yllz=y+|r—yl|la+||lr—y|(z—a;) y y+ |z —y|a; € V asi que como d(z,V) = «
tenemos ||z —y|| - ||z — a;|| = a y ||z — y|| = 2«, absurdo porque a > 0.
Espacios L(E, F'). Si E, F son dos espacios normados entonces definimos L£(E, F') como el es-

pacio vectorial formado por las morfismos continuos de E a F' con la norma || f|| = sup || f(z)]-
lzl=1

Si F' es completo entonces L(E, F') también. Si {f,}nen es de Cauchy entonces { f,(z)}nen se
ve que también asi que ponemos f dada por f(z) = lim f,(z); se ve facil que es lineal; ahora

1f () = fa(@)|| = 1f () = fn(@) | + [ fm(2) = fu(2)]], asi que para [lz]| = 1y n grande tenemos
1/ (z) = fa(@)]l < € Tuego [|f(z)]| = [|fn(2)] +€y f es continua; ademds || f(z) = fu(z)[| < € para
|z|| £ 1 implica || f — f,.|| < € asi que f = lim f,,, como queriamos. Si f € L(E, F),g € L(F,G)

entonces [lgo f| < [lg|l - [|f1] ya que [[g(f(2)]| = [lgll - [[f@)| = llgll - [ £1] si [J=]] = 1.
Espacios (P(FE). Si E es un espacio de Banach definimos el espacio P(E) para 1 < p < oo
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. . 1/p
como el conjunto de las secuencias z = {&,}nen con la norma |z, = (307, [lzal/?) ™ (en
p = oo es el supremo de las normas) siempre que converja (que las normas estén acotadas):
si {z"},en C 0P es de Cauchy, usando que E es de Banach vemos que converge puntualmente

. k
ax € FEY; dados k € N,e > 0 hay n. tal que si n = n, entonces Y., , |lz7' — z;]|P < € en
k n p p—1 k n m||p p—1 k m p ¢ :
cfecto, ¥, a7 —ai? £ 215 fla — a7t lp + 271 S8 [la P ast que con pedir n,m
grandes con respecto a € como {z"},en es de Cauchy controlamos el primer término y con
pedir m grande en cada ¢ = 1, ..., k logramos controlar el segundo término; llevando k& al limite
n 3 e 17 n. n n
obtenemos que ||z — z"||, < € si n es grande asi que z = hrrLHx ; usando que ||z — 2" ||, y [|z"]|,

convergen queda lo que faltaba que es que x € (7.

Espacios de Banach. Un espacio normado completo se dice de Banach. Todo espacio
normado de dimension finita es de Banach. Si X es un espacio métrico y F es de Banach
entonces vimos que B(X, F), CB(X,E) y UB(X, E) son de Banach. Si E es normado y F
es de Banach entonces vimos que L(E, F') es de Banach. Si E es de Banach vimos que ¢7(FE)
también es de Banach; ademds, ¢(E) C (*(F), el espacio de las sucesiones convergentes y
co(E) C ¢(E), el espacio de las convergentes a cero, también.

Series. Si E es un espacio normado y {%,}ney C E definimos la serie como la secuen-
cia {d 1 | Ti}tnen; si converge notamos » .- x; = h'Trln > i o las sucesiones con serie con-
vergente forman un espacio vectorial. Si E es de Banach tenemos el criterio de Cauchy: la
serie converge sii ||z, + -+ + || < € si n,m = n.. Una serie {x,},en se dice absoluta-
mente convergente si la serie de {||z,||}nen es convergente; si E es de Banach absolutamente
convergente implica convergente; en ese caso si ¢ : N — N es biyectiva entonces {Z,(n)}nen
también tiene serie convergente y converge al mismo limite; entonces podemos definir conjun-
tos A C E numerables como absolutamente sumable si hay una biyecciéon con N que lo vuelve
una sucesién absolutamente convergente; vemos que esto es equivalente a que ||z, || sea
acotado donde J C N recorre los conjuntos finitos; en ese caso hay una propiedad asocia-
tiva: si A = |, B, con B, disjuntos y z, = ), x; entonces ) z, converge y es igual
a ) eaTi- Si B, F,G son espacios de Banach, v : £ x F' — G es bilineal y continua y
{Zn}nen ¥ {¥Un }nen son absolutamente convergentes entonces la familia {wu(2y, Yim) fn.men €8 ab-
solutamente sumable y > - u(Zn, Ym) = w(Den Tns D onen Yn): Vemos que converge viendo
que las subsumas finitas de normas estan acotadas y por asociatividad y bilinealidad tenemos

me U(Tpy Ym) = Z;O:O(Z;O:O U(Tn, Ym)) = Z;o:() (T D Yn) = WD, Ty Dy Yn)-

Medida Sea X un conjunto. Un dlgebra sobre X es una familia B C P(X) tal que @ € B
y es cerrada por uniones finitas y complementos; se dice o-dlgebra si ademas es cerrada por
uniones numerables. Interseccién de o-dlgebras es o-algebra, asi que dado B C 2% podemos
hablar de la o-dlgebra generada (B), la interseccién de todas las o-algebra que lo contienen.
Si wy es el primer ordinal no numerable, por recursién transfinita ponemos F, = B U {@},
Foufay = {Unen An [ {Antnen C FLPU{AC [ A€ Fo} y Fo = Up, Fs st o = g, B; entonces
(B) = Upew, Fa; se sigue que si |B| = & cardinal infinito entonces [(B)| < k™. Si X es un
espacio topologico llamamos o-dlgebra de Borel a la o-algebra generada por los abiertos. Una
clase mondtona sobre X es un conjunto B C P(X) tal que si E, € B es creciente E,, C F,4
entonces |, oy En € By si es decreciente E, D E,i; entonces (), .y En € B; vale que si
By es algebra y B D By es una clase mondtona entonces (By) C B (tomamos la menor B;
A€ B = A° € B porque {A° | A € B} es monétona; Cp = {F € B| EUF € B} es mondtona
yEeBy=ByCCgasiqueCr=D8;D={FE € B|Cg= B} es monétona y By C D asi que
D = B y resulta que B es élgebra y por lo tanto o-algebra).

Un espacio medida es una terna (X, B, ) con X conjunto, B una o-dlgebra y u : B —
[0, +00], una medida, que cumple (&) = 0y si {E,}nen C B son disjuntos dos a dos
entonces (U, eny En) = D ,en #(Er); los elementos de B se llaman medibles; X se dice o-
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finito si es unién numerable de medibles de medida finita. Se cumple: F C F = p(F) =

p(F); si {Ep}nen C B entonces pu(U,cn En) = X ,en #(Er); inclusidn-exclusién p(UJ:, E;) =

ZZ:1<_1)k+1 ZJC‘{;‘ """" n} N(miEJ EZ); si En - En+17 :U’(UneN En) = SugN(En)§ si En D) En+1 y
ne

=k

alguno tiene medida finita entonces pu((),cny En) = }Lrellg w(Ey). Decimos que E € B es nulo si
tiene medida cero; el espacio se dice completo si todo subconjunto de un nulo es medible; dado
X tenemos que el conjunto B de los E A N, donde E recorre los medibles y N los subconjuntos
de nulos, es o-dlgebra; poniendo i(E A N) = u(E) tenemos que Ji estd bien definida en B
y (X, B,7i) es completo, la completacién de X, es la menor o-algebra B O B completa y la
medida estd determinada.

Medidas exteriores y pre-medidas. Si X es un conjunto, una medida exterior es una funcion
p s P(X) — [0, +0oq] tal que p* (@) =0, p*(E) = p"(EUF) y M*(UneN E,) = ZneN W (En);
en ese caso decimos que E C X es medible Carathéodory sii para todo A C X se cumple
p(A) = W (AN E) + p* (AN E); los medibles forman una o-algebra completa donde la medida
exterior es una medida: vemos @ medible, complementos medibles, union de dos medibles,
luego los medibles son un algebra, luego probamos que unién numerable de medibles disjuntos es
medible, luego toda unién, y al final la o-aditividad y completitud. By C X se dice semi-anillo si
@eBy, E,FeBy=ENFe€Byy ENxF =], E;, conE; € By;si E =,y En, hay F,, € By
con K = HneN F,,. Una pre-medida sobre un semi-anillo By es una funcién pg : By — [0, +0o0]
con fig(B) = 0y pio(Upeny En) = Donen to(Er) si B, € By son disjuntos y su unién estd
también en By. Si tomamos p* : P(X) — [0,400] dada por p*(E) = mf{d> " cro(En) | E C
Unen Ens En € By} es una medida exterior tal que su medida de Carathéodory (B, 1), que se
llama extension de Hahn-Kolmogorov, extiende a (By, 1) 0 sea plg, = po y Bo C B. Se ve
que si A C X hay F € (By) con A C E'y pu*(A) = p(E); si X es o-finito entonces A € B
sii para todo € > 0 hay E € By, (o sea unién numerable de elementos de By) con A C E'y
p(ENA)<e Ee€Byp(E)<oosiihay F € By con u(F) < oo tal que u(E A F) <e. Si X
es o-finito y (B, 1/') es otra medida que extiende (B, po) entonces p y p' coinciden en BN B';
asi que si X es o-finito y po es pre-medida, hay una tnica manera de extenderla a una medida
en (By).

Medida de Lebesgue. En R? el conjunto Q% de los intervalos Hle[ai, b;) es un semi-anillo;
po(TT, [as, b)) = T1,(bi — a;) es una pre-medida. Sea u su extensién de Hahn-Kolmogorov,
la medida de Lebesgue; como los abiertos son uniones numerables de intervalos (por ejemplo los
binarios), la o-dlgebra de Lebesgue incluye a la de Borel y de hecho es su completacién. Vale
que E es medible sii para todo € > 0 hay abierto G con £ C Gy pu*(G \ E) < € sii hay cerrado
Fcon FCEypu (ENF)<e¢yEesmedible y u(E) < oo sii para todo € > 0 hay una unién
de finitos intervalos F' con p*(E A F) < e.

Funciones medibles. Si (X, B), (X', B') son o-dlgebras decimos que f : X — X’ es morfismo
de o-élgebras si para todo A € B’ se tiene f~!(A) € B; forman una categorfa. Decimos
que f : X — Y, X espacio medida, Y espacio topoldgico, es medible, sii es morfismo de o-
dlgebras, donde Y tiene la o-dlgebra de Borel, o, equivalentemente, que f~'(G) es medible
para todo abierto G C Y. Si f : X — FE, E subespacio de R, esto es que los conjuntos
{f >a} = f*((a,]) sean medibles, o {f = a}; si f: X — C es que Re(f) y Im(f) sean; las
continuas son medibles y ademas si g es continua y f medible g o f es medible; entonces si f, g
medibles cf y |f|P también, f + g también porque {f +g > a} = o{f >a—qtN{g>q},
fg también porque es i((f +9)% — (f — 9)?); si {fn}nen son, también sup f, y inf f,, porque
{sup fr > a} = U,en{fn > a}, luego también lim f,, y lim f, y lim f, (puntual) si existe. Si
E C X es medible ponemos 1g : X — [0,4+00] dada por 1g(x) = {(1) o i;g Una funcién se
dice simple si es medible y con imagen finita o, equivalentemente, > " ¢l con ¢; € Ry
E; medibles (para volverlos disjuntos partimos | J;_, E; en las 2" partes disjuntas de la forma

E; U---UE; \(E;,,,U---UE;,), coniy, ..., i, permutacién de [n]); forman un espacio vectorial.
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Tenemos que f : X — [0, +00] es medible sii es limite puntual de funciones simples finitas s,
monétonas s, < S,41: para n ponemos s,(z) = méx{2 |k € {0,1,...,2"n}, & < f(z)};si X
es o-finito podemos pedir las s, de soporte de medida finita tomando s}, = 1yr_ g, Sn.
Convergencia. Decimos que f, — f en casi todo punto si lim f,, = f salvo en un conjunto
nulo; equivalentemente sii para todo n = 1 vale pu((,, > Um>m0{|fm —fl 2 1}) = 0; una
condicién suficiente es para todon 2 1laserie Y~ pu(|fm—f| 2 ) converge; otra es que para
todo n = 1 se cumpla pu(|f, — f| 2 +) < 7. Decimos que f, — f uniformemente en E si para
todo € > 0 hay ng con n =2 ng = (Vo € E)|fn.(x) — f(z)| < € casi uniformemente si para todo
e>0hay FFC Econ u(E\F) <ey f, — f uniformemente en F’; casi uniformemente sii para
todo n 2 1y para todo € > 0 hay mg con (U, zm, {1 —fm| 2 £}) < €. Vale casi uniformemente
implica en casi todo punto y (Egorov) si u(X) < oo vale la reciproca. Decimos que f, — f
en medida si para todos €, > 0 hay ng con n = ng = p(|f — fau| = ) < e. Convergencia en
medida sii para toda subsecuencia hay una subsubsecuencia que converge casi uniformemente
Decimos que f, es de Cauchy en casi todo punto sii u((,,,51 U;jsmtlfi = fil 2 i)
para todo n = 1; f, es de Cauchy casi uniformemente sii para todo ¢ > 0 y todo n = 1
hay mg con ,u(U”>m0{|f,~ — fjl 2 }) < ¢ implica en casi todo punto; condicién suficiente:

\/||

w(| fo = fas1| 2 2n+1) < 2,1%; fn es Cauchy en medida sii para todos €,6 > 0 hay ny con
n,m = my = u(] fm — fa] 2 0) < € Cauchy en medida entonces hay una subsecuencia de
Cauchy casi uniformemente, luego Cauchy c.t.p asi que hay f con f,, — f c.t.p y ademds casi
uniformemente (porque |f(z) — fo(2)| < |f(x) = f ()| + | fm(x) — fu(x)]; €] primero se achica
por convergencia c.t.p y el segundo por Cauchy uniformemente dentro de F' con pu(E\ F) < ¢€).
Integral. Si (X, B, u) es espacio de medida, f : X — [0, +00] es medible y £ C X medible
definimos la integral de f sobre E como el nimero [, fdp = sup{> ", c;u(E;) | E; € B, E =
U, Eive € [0,400), 3", ¢;1g, < f}; cuando no hay ambigiiedad se escribe [, f. Es obvio
que [, c=cpu(E) (con 0-+oo =0), que si AN B = & entonces [, o f = [, f+ [5f vy quesi
f < gentonces [ f < [g, luego [ 1a= [, la+ [ da= [poal+ [ 40=pn(ENA),
Jy el = Y anlE), [ f = sup{[ g |9 = f.g sple}, [,/ = [Tf v no cambia la
integral si se modifica f en un conjunto nulo. Convergencia monétona: si f, : X — [0, 400]
son medibles con f, < f,41 salvo en un conjunto nulo entonces sup [ f, = [ sup f,; ponemos
f =sup fo; sup [ f,, < [ f es obvia; sea g < f simple y finita, g = > 1" ¢;lp, y € > 0; sea
= {2 (15 000 B tenemos [, fu = [y fu 2 (1~ e(Br); como By C Ei,
¥ U,en B, = E; tomando limite n — oo queda sup fE fn 2 (1 —€)c;u(FE;); sumando queda
sup [ f, 2 (1 —¢€) [ g; tomando supremo en g y luego limite e — 0 queda sup [ f, = [ f, como
querfamos. Se obtiene linealidad [(f+g) = [ f+ [gy [¢f =c [ f poniendo f, g como limite
de simples y ademds [ > > f, = >o° [ f,. Fatow: [limf, < lm [ f,, porque si k = n
tenemos f inf fe < [ fr, luego tomando infimo en k queda f inf fx = inf f fx, luego tomando

supremo en n queda sup f 1nf fi < sup 1nf f fi = llm [ s pero por convergen(na mondtona el
lado izquierdo es [ sup ’1r>1f fk [ lim hm fn, hsto Markov si A > 0 entonces pu(f = X) < + [ f,

porque [ f = ffz,\f > ffZ)\)\ = Mu(f = N). Sesigue que [ f =0sii f = 0salvo en un conjunto
nulo y [ f < oo implica f < co salvo en un conjunto nulo.

Funciones integrables. Decimos que f : X — R medible es integrable si tanto ft =
méx{ f,0} como f~ = min{f, 0} tienen integral finita, en cuyo caso se llama [ fa [ f*— [ f7;
como f = ft—f~y|fl=f"+f tenemos linealidad y | [ f| < [|f]. Igualmente f: X — C

medible es integrable si tanto Re(f) como Im(f) son integrables, en cuyo caso [ f = [ Re(f)+

i [ Im(f); sale linealidad; queremos ver | [ f| < [|f]: si [ f = 0 es obvio; si no con ¢ = ‘f—ffl

tenemos | [ fl =c¢ [ f =Re(c [ f) = [Relef) < [|ef| = [|f|. En ambos casos f integrable
sii [|f] es finita; lamamos || f|l; = [|f] vy L*(X,R) o L*(X,C) a los conjuntos de funciones
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integrables f : X — R o C cocientados por la relacion de equivalencia f ~ ¢ sii f = g salvo en
un conjunto nulo, o sea, sii || f —g||.: = 0; forman un espacio normado. Convergencia dominada:
si fn, ¢ integrables, |f,| < ¢, entonces [lim f, < lim [ f, £ [Hm f, < [lfm f,, la primera
desigualdad porque Fatou da [ lim(f,,+¢) < lim [(f,+¢), y restando [ ¢ a ambos lados (porque
es finita) sale; la segunda es obvia; la tercera porque Fatou da [lim(¢ — f,) < lm [(¢ — fn),
y restando de nuevo [ ¢ y notando que lfim(—f,,) = — lim £, sale; en particular si f = lfm f,,
f f= h’in f frn.

Espacios LP. Primero p = oco: decimos que M es cota esencial de f medible si |f| £ M salvo
en un conjunto nulo; el infimo de las cotas esenciales, que llamamos || f||.=, es cota esencial,
porque (| f| > || fllze) = p(Ups1 {If] > IIfllz + £}) = 0; cocientando por la relacién coincidir
en un conjunto nulo |||z~ es una norma sobre el conjunto L de las f con || f||z~ < co. Si

1 < p < oo ponemos || flle = ([ |fP)/7. Si || f1l, llgll # 0, (H%Iﬁgop = H”Jvﬂ% =
T S Ry VA G P
171+ Dgl AT TA+ gl gl | = 71+ gl [TAT] ™ 7+ Tl [Tl ’

asi que tenemos desigualdad triangular || f+g||.» < || fllzr + 9]/ zr- Ademds Holder: si %—I—é =1,
para p,q € [1,+o0] entonces || f||zr||gllza = || fgllLr, porque si || f|l,, [|g]lq4 # O,

gl _ (If\p>1/p(|g|q>l/q< (1 Fili 1|g|q):
171 gl / I RNITE =/ pTIF  a gl

Convergencia en LP, 1 < p < co. Decimos que f,, — f en LP si lim || f,, — f|z» = 0; implica
en medida. Decimos que {f,} medibles son uniformemente LP sii (i) hay M con || full» < M,
) z\}linoo Slrllp f‘sz |fal? = 0y (id4) (151,_15(1)817];1) flfn|<6|f”|p = 0. Condiciones suficientes: hay

¢ € L7 con [fo] = ¢; p(X) < ooy Mm sup [, o [ful? = 0; p(X) < 00y [|fulls = M con

p < q; fn es una sucesién de Cauchy en LP. Implica que para todo € > 0 hay 6 > 0 tal que
S | fal? < € para todo n y todo E medible con u(E) < 6. Implica que f, — f en medida sii
en LP. (Primero vemos por Fatou que f € LP tomando una subsecuencia. Sea ¢ > 0. Pido
ko tal que [\ |fal? < 355 Y fjcn 1P < 5555 Pido & < %5 pido M con ||f, |7, = M; pido
0P < £y § < k; entonces f\fn nes [fIP < porque ahi |f| < |ful + |fn — f] < 26 < Ko,

_€
<k PZER
71

y f\fn f1<o |fo = fIP < 5 ademas f\fn ~gj<s fo = JIP S 0Pu(|fa] 2 k) £ &M < & pido € tal

que fE |fn| <53V [plfl < 555 s ,u(E) < €o; pido ng tal que si n = ng entonces u(|f, — f| 2
J) < e€p; entonces |fn—f|>6|f” fl = flfn sizs |l + flfn sizs 11 < §- Queda que si n 2 ny,
JV = 1alP = Jgupzs o = S+ Jimm o Lo = S+ fism-ni<s | fu = I” <5tsts=e)

[frnl< |'n\'€

LP es Banach. Seal < p < ooy fn € LP de Cauchy; es Cauchy en medida, luego tiene
una subsecuencia f,, que converge a una f casi uniformemente y por lo tanto en medida; como
Cauchy en LP implica uniformemente L”, convergencia en medida implica convergencia L? y
listo. Sigue que si f, € LP y > ||fullze < oo entonces hay f € LP con 25:1 fu — [ en casi
todo punto y en LP. También L> es Banach.

Aproximacién en LP, 1 < p < oo. Sea f € LP(R?) y e > 0: existe g € LP simple con
If — gllz» < € (en L' es trivial; reducimos a f = 0 por linealidad, tomamos M grande con
fszf <3V fszf < ¢, tomamos 0 < s < f simple con f\?‘;&f(f — 5) < z3p=T Y tenemos
f=sSfy J(f=s)P< f|$|ZMf+fszf+f|?\<<ﬂz}4(f—s)ff”_1 < €), hay intervalos Iy,..., I,
y reales ¢i,...,¢c, con g =y o ¢ 1y, v ||f —gllzr < € (basta aproximar 1g con p(E) < oo por

desigualdad triangular), y hay una funcién continua y con soporte compacto g con || f—g||r» < €
(basta aproximar 1 con FE intervalo, pero méx{1— Rdist(z, £'),0} con R grande lo hace). Sigue
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que LP es separable, porque > | ¢;1y, con ¢; € Qy I; binario es un conjunto denso y numerable.
Vale que f : R — R es medible sii es limite puntual en casi todo punto de funciones continuas
(basta ver que para cada n = 1 hay h, continua con u(B(0,n) N {|f — h,| Z L}) < 5=; ahora
hay E C B(0,n) con u(B(0,n) \ E) < 5+ donde f es acotada y por tanto flg € L', luego
h,, continua con || f1g — hyl|r1 < 5+ funciona).

Medida producto. Si (X, Bx, ux) v (Y, By, py) definimos el producto de o-dlgebras Bx x By
como la o-dlgebra generada por {E X F | E € Bx,F € By}. Tenemos E € Bx X By = E, =
{y e Y | (x,y) € E} € By; f: X xY — Z morfismo implica f, : ¥ — Z dada por
fz(y) = f(z,y) morfismo. La o-dlgebra de Lebesge de R es la completacién del producto
de las de R? y R¥. Si X e Y son o-finitas hay una tnica medida p1xxy en Bx x By que cumple
pxxy(E X F) = ux(E)uy (F) cuando E € Bx,F € By (los £ x F forman un semi-anillo;
po(E x F) = ux(E)uy(F) es pre-medida: hay que ver que si {E, x F,}nen son disjuntos
y su unién es E x F entonces pix (E)py (F) = Y, oy bx (En)py (F,); integramos la identidad
1p(x)1p(y) = > nen 1, ()15, (y) con x fijo y por convergencia mondtona queda 1z (x)puy (F) =
Y nen L, () py (F,); integramos en x y queda lo que se querfa; como X e Y son o-finitos, X x Y’
también y la extensiéon de Hahn-Kolmogorov de py da una tnica medida pxxy sobre X x Y
con pixxy(E X F) = ux(E)uy(F), como queriamos). En LP(X xY') las 1g(z)1r(y) o sea Lgxp
son densas.

Tonelli Si X,Y son o-finitos y f : X x Y — [0, +00] es medible entonces [, f(x,y)dy
v [y f(z,y)de son medibles y [ f = [, ([, f(z,y)dy)de = [,([, f(z,y)dx)dy (basta verlo
para pux(X), uy(Y) < oo; basta verlo por limite para funciones simples; por linealidad para
funciones 1g con S € BX x By; sea C el conjunto de los S que verifican; por convergencia
mondétona y finitud es una clase mondtona; falta ver que E x F' funciona porque su algebra
generada, o sea sus uniones finitas disjuntas, sale con eso; para E x F' es obvio). Corolario:
si E € Bx x By esnulo, B, = {z € Y | (z,y) € E} es By-nulo para casi todo z € X.
Tonelli para completos: si X,Y son completos y o-finitos y f: X x Y — [0, —1—00] es Bx X By-
medible, entonces: f(x,—) es By-medible salvo para un conjunto nulo de X, fy (z,y) dy existe
y T fY z,y) dy es Bx medible; ademés [ fdux X py = [ (fy f(z,y) duy (y)) dux(z) =
[y (Jx f(z,y) dux () duy (y) (ponemos f como limite de funciones simples en Bx x By, que,
salvo un conjunto de medida cero Z, son medibles en By x By f igual a f fuera de Z y constante
en Z es Bx x By-medible; por Tonelli, su corolario y completitud de X, Y tenemos lo buscado).
Fubini: si X,Y son completos o-finitos, f : X X Y — R es L' en Bx x By entonces f(z,—)
es L' en By salvo para un conjunto nulo de X, f f z,y) dy existe y x +— fY z,y)dy es L
en By: ademis [ fdiix % iy — [(fy F(z,y) diiv (1)) dux (@) = ([ £, 9) dxe(2)) diy- (1),
Fubini-Tonelli: si f : X x Y — R es Bx x By-medible y fX Jy 1f (@, y)| dy) dz < oo entonces
es L.

Convolucién. Si f € LP(R?),g € L4(R?), 1 < p,q < o0, se define la convolucién f * g(x) =
[ f(x—y)g(y)dy; vale f+g=gx*f. (Young) Sig=1, fxg¢€ Lry Hf *glle < [ fllzellglls
(hay que notar que [ |f(z—y)|lg(y)|dy < ([ |f(z—y)|Plg(y )| dy)7 ([ 1)’ ~» y usar Fubini). Si
117 + % =1, fxge L, ||f*gllee < ||fllze]lgllze v es uniformemente continua. (Regularizacion)

n T : e_ *‘1””‘2 si |z . n
Sea p € L'(R") con [p =1,y p(x) = Zp(%); ejemplo p(z) = { oSSl S f e LR,

1<p<oo, |f*pe— fllLr — 0sie—0.
Diferenciacién [sd]. Si f : R® — R es L', para casi todo punto vale h’r%ﬁ fB(x N =
r— ) )

fl@) =0y f(x) = li_r}r(l)m fB(M) f. Sif:R — R es mondtona, es derivable en casi todo
b n

punto, y [ f' < f(b)—f(a). Defino V;’ f = sup{321_, | f(w:i) = f(zi-1)| | a =20 < -+ <2, = b};

si VP f < oo digo que f es de variacion acotada; equivale a que f = u — v, con u, v monétonas.

Digo que f : [a,b] — R es absolutamente continua si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que dados

a; <b,i=1,...,n,cony . (b —a;) <0, vale > |f(b;) — f(a;)] < € implica variacién
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acotada; f' es L' y f(b) f 1.

Medidas con signo. Una medzda con signo es una funcién p : B — [—o0, +00| tal que
w(@) = 0, pu puede valer —oo y +oo pero no los dos, y si E, son disjuntos, Y -, u(E,)
converge a u(|J,~, E,). Teorema de descomposicién de Hahn: si p es una medida con signo
hay una particién X = X U X_ tal que p|x, =2 0y pu|lx. =< 0 (asumimos que p nunca vale
+00; sea m = sup{u(F) | p|g = 0}; sean E,, tales que p(FE,) — m; sea X, la unién; se ve
plx, 20y u(Xy) =m; sea X_ = X ~\ X,; supongamos que hay F; C X_ con pu(E;) > 0;
si plg, 2 0, u(Xy U Ey) > m, absurdo; entonces hay Ey C Ey con u(Ey) > u(E;); tomo
Ey C Ey con u(Es) = u(Ey) + n—ll con n; natural minimo, y asi recursivamente F,; vemos
que ny < ngyp; sea B = (| E,; tenemos p(E) = nlggou(E”) > u(Ey) + an—lk es finito

asi que ny — 400 y F no puede tener un subconjunto con medida mayor, asi que plgp = 0,
absurdo). Decimos que p;Lps, que son mutualmente singulares, sii hay particion X = FE; U Ey
con fi|g, = pa|g, = 0. Descomposicién de Jordan: p con signo se puede descomponer de
manera tnica como g = py — pi— con fiy, ph— = 0y py L. Definimos la variacion total de p
como |p| = py + p—. Vale |p[(E) = max{> ", |u(E,)| | U,—, E, particién de E}.

Radon-Nikodym-Lebesgue. Si p es una medida y v una medida con signo, ambas o-finitas,
hay una descomposicién tnica v = s + v, donde pp(E) = [, fdu, f es medible y vy Lp
(por descomposicién de Jordan podemos tomar v = 0; podemos asumir p y v finitas; sea M
el supremo de fX fdu para f con pg < v; es finito y se alcanza para una f; hay que ver que
vs = v — py cumple v, Lp; sea € > 0; sino (vs —ep)y Ly, hay E con u(E) > 0, (vs—eu)|g 2 0,
Vs|p 2 €u|p y podemos sumar el g a f, absurdo; entonces (vs—epu), Ly paratodo e > 0y vsLpu).
Radon-Nikodym: p medida, ¥ medida con signo, ambas o-finitas, entonces son equivalentes:
v(E) = [, fdup para alguna f medible, v(E) = 0 siempre que u(E) = 0; (si v es finita) para
todo € > 0 hay 6 > 0 tal que v(F) < e si u(E) < 6. En este caso se dice que v es absolutamente
continua con respecto a u, y se escribe v < p; f se llama la derivada de Radon-Nikodym de v
respecto a p y se escribe f = ¢

Riesz [sd]. Si X es topolégico Hausdorff localmente compacto, una medida de Borel regular
es una medida positiva p sobre una o-algebra de X que contiene a los borelianos tal que si K
es compacto p(K) < oo, si E C X es medible entonces u(E) = inf{u(U) | E C U,U abierto} y
si E es abierto o medible con u(E) < oo entonces u(E) = sup{u(K) | K C E, K compacto}.
Riesz dice que si A : C.(X) — R es lineal positiva (tal que si f = 0 entonces A(f) = 0; C.(C)
es el conjunto de las funciones f : X — R con soporte compacto) entonces hay medida regular
(11, B) con B completo tal que A(f) = [y fdu. También dice que 6 : M(X) — Co(X)*, donde
Co(X) es el conjunto de funciones continuas X — C que tienden a 0 en el infinito, Co(X)* es
L(Cy(X),C) y M(X) es el conjunto de las medidas complejas finitas p tales que |u| es regular
con la norma |||l = |u|(X), dado por 0(u)(f) = [y fdp es un isomorfismo isométrico.

Derivada Si U C R es abiertoy f : U — R, decimos que es derivable en x € U si existe el

limite f'(z) = }llir% w Si f es constante, f' = 0; si f, g son derivables, (f+g¢) = f'+¢/,
—)

(af) = af, (f9) = flg+fgdy (L) =L sig#0 Sig: U=V, f:V >R,
(fog)(x) = f'(g9(x))g' (x). Si f tiene un minimo o un maximo en z, f'(x) =0. Si f : [a,b] - R
es continua y derivable en (a,b), existe £ € (a,b) con f(b) — f(a) = f'(£)(b— a) Deﬁnimos
si existe, f™ = (f("DY. Se ve que si f € CP*', f(x+h) = f(z)+ f(2)h+---+ f<p) P 4
S B2 o) (3 1) .

0 p!
Funciones diferenciables. Si U C R" es abiertoy f: U — R™, decimos que es diferenciable

en x € U si hay una funcion lineal df, : R™ — R™ tal que hn% L)~ {(H) dfs (W)l _ 0; si existe es

tinica. Vale dc = 0 si ¢ es constante, df, = f si f es lineal, d(—), es lineal, y si a : R™ xR™ — RF
es bilineal, a(f,g) : R® — R* es derivable con d(a(f, 9)). = a(df., g(z)) + a(f(z),dg.); si f, g
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U — Rcon g(z) #0, d(g)x = d=9@)-fl2)dg: g [:U=V,g: V=R dgof), =dgsu odfs.

g(x)
Definimos las derivadas parciales 0; fi(x) = }lLiI% w, decimos que f € C*(U) si existen
%

para todo x € U y son continuas (C* si son k veces derivables); en ese caso f es diferenciable en
U, con df,(h) = (0;fj(x))ijh. Valor medio: siel segmento [a,b] estaen U,y f : U — R derivable,
entonces hay £ € (a,b) con f(b) — f(a) = dfe(b — a). Funcién inversa [sd]: si f: U C R* - R"
es C y df, es iso entonces hay U,V abiertos, z € U, con f|y : U — V difeomorfismo (o sea
diferenciable y con inversa diferenciable).

Derivadas superiores. Si f € C*(U) entonces 9;0;f = 9;0,f. Si f € C"(U) deﬁnimos 1a difer-
encial n-ésima como la funcién n-lineal d"f, inducida por d"f.(e;,...,e;,) = Oi, ... 0;, f(x);
por lo anterior es simétrica. Si g(\) = f(z + Ah) vale que g™ ()\) = d”for)\h(h,. L h) =
f™ (2 + Ah) - K. Vale pues Taylor: f(x +h) = f(z) + f'(x) -h+ - + Z%f(p)(x) N AE
fol (1;_?)pf(p+1)(x + At) - APFDEN,

Cambio de variable [sd]. Sean U,V dos abiertos de R" y ¢ : U — V un difeomorfismo; sea
J : U — R, dada por J(z) = |detdf,|. Si f:V — R es medible entonces f es integrable en V/
siy solo si = f(@(x))J(x) es integrable en V y vale [, f = [, f(¢(x))J](z) dx.

Derivada de una integral. Sean U C R™ abierto, V' C R™ medible, f : U x V — R medible
vy zo € U. Si f(z,—) € L*(V) para todo € B.(xg), f(—,y) es diferenciable en B.(z() para
casitodoy € V'y existe g€ Ll(V) tal que \8 f(z, y)| < ( ) para todo x € B.(xg) y casi todo
y € V, entonces si F(x fv fv . 51V C R™ es abierto acotado y
0;f es continua en U X V entonces verlﬁca las hlpotesns del teorema anterior.

Ecuaciones diferenciales ordinarias [sd]. Si U C R" es abierto, F' : U x [0,7] — R" es
Lipschitz y zq € U, existe § > 0 tal que existe una tnica funcién z : [0,6] — U derivable tal
que z(0) = zo y 2'(t) = F(x(t),t). Si U = R" entonces hay una tnica solucién z : [0,7] — R™.

Probabilidad Un espacio de probabilidad es un espacio medida (X, B, P), donde P es una
medida positiva con P(X) = 1. Una variable aleatoria es una funcién X : X — Y medible;
define una probabilidad sobre Y que es ux(E) = P(X € E), su distribucion. Decimos que X es
una variable discreta siim X es numerable, en cuyo caso px (E) = Y . px({2}) y una variable
absolutamente continua si Y tiene una medida py y px < py, es decir, por Radon-Nikodym,
sii hay una funcién medible f : Y — Rxo, la funcion de densidad de X, con pux(E) = fE fduy.
Dada X : X — R definimos la funcién de distribucion de X como Fx : R — [0,1] dada por
Fx(a) = p(X £ a); cumple que: es mondtona, es continua por derecha, xEmoo Fx(x) =0y

lim Fx(z) = 1; vale que si F': R — [0, 1] cumple esas cuatro condiciones entonces hay va X
T—00

con F' = Fx (tomamos la extensién de Hahn-Kolmogorov u de py sobre By, el semi-anillo de
los intervalos (a,b], con po((a,b]) = F(b) — F(a); ahora ponemos X : R — R con X(z) =z
con probabﬂidad ). Si X : X = R, la esperanza de X es EX = [ XdP = [wdux(z) =

Joo (X 2 t p(X £ —t))dt (Sl E]X| < o0, por Fubini) = [77(1 — FX(t) — Fx(—t))dt; es
hnealyEg = [g( ) = [ g(z)dux(z). La varianza deXse define como 0?(X) = Var(X) =
E| X — I[‘EX|2 EX? — (EX)2. Tenemos pu(|X| 2 t) < 1E|X|y p(|X —EX| 2 t) £ Var(X).

La covarianza es Cov(X,Y) = E[(X —EX)(Y — EY)] = E(XY) — EXEY y la correlacion es
e[~

p(X,)Y) = VCO(V—X\:/ 1,1]. Si X es una va multivariada, viz X : X — R, definimos

EX = (EX;y,...,EX,) y Var(X) = (Cov(X;, X; >)w 1

Independencia. La probabilidad condicional de A dado B es P(A|B) = %; esto define
una probabilidad en la que Pg(B) = 1y Pg(B°) = 0. Ay B se dicen independientes si
P(AN B) = P(A)P(B); {A;}icr se dicen independientes si P((),c; 4i) = [l;c; P(4;) para
todo J C [ finito. Si H; C B para ¢ € I son o-algebras, decimos que son independientes si
dados A; € H; con j € J, J C [ finito, son independientes. Para ver esto basta comprobar

que P((;es Ai) = [ Lic; P(A;) vale para A; en un conjunto A; C H; cerrado por intersecciones
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finitas con (A;) = H; (aplicando el teorema m — A de Dynkin, que dice que si A C B con
ABe A= ANBec A @B AcB= A°c By {A.}nen € B disjuntos implica
Unen An € B, entonces (A) C B; se prueba agrandando A por induccién transfinita: en cada
paso se clausura por uniones numerables, luego por complemento y luego por intersecciones
finitas; se ve que uno siempre se mantiene en B, usando AN\ B = (A°U (AN B))¢, luego cuando
termina tiene (A) C B). X,Y va se dicen independientes sii u(X € ANY € B) = u(X €
A)u(Y € B) para todos A, B; generan sub-o-algebras o(X) = X '(By) € By o(Y); X,V
independientes equivale a o(X),o(Y) independientes. Si H C B es una o-dlgebra y X una
va, decimos que son independientes si H y o(X) son. Notar que X,Y son independientes sii
(x,y) = Pxxy, la medida producto. En ese caso E(XY) = [zyduxy)(z,y) = [zyduxxy =
J(Jzydux)duy = [y([ xdux)dpy = E(X)E(Y), y Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). Notar
que si X, Y son absolutamente continuas entonces son independientes sii (X, Y) es abs continua
v foxy) (@, y) = fx(x)fy(y) ae (por el teorema de diferenciacién de Lebesgue).

Esperanza condicional. Si H C B es una sub-o-algebra y X : X — R una va, la esperanza
condicional es una va E(X|H) : (X, M) — Rtal que [, E(X|H)dP = [, XdP paratodo E € H;
existe (por Radon-Nikodym: fig(E) = [, XdP es una medida sobre (X, H) y pgy < Ply); es
lineal y no negativa. Si Y : & — ) es otra variable definimos E(X|Y) = E(X|o(Y')); cumple
E(f(X)(E(X|Y)oY)) = E(f(X)X) para toda funcién f : R — R medible. Si G C H,
E(E(X|H)|G) = E(X]|G). Si X es H-medible (0 sea o(X) C H), E(X|H) = X y E(XY[|H) =
XE(Y|H). Si X es independiente de H, E(X|H) = E(X).

[El resto lo cubro en mi apunte de economia politica.]

Variedades diferenciales. Una variedad diferencial de dimensién n es un conjunto X con
un atlas de dim n. Un atlas A es un conjunto de cartas {(U;, ¢;) }ier, que son pares (U, ) con
UC X, p:U— R"inyectiva y ¢(U) abierto, compatibles dos a dos y tales que X = (J,.,; U;.
Dos cartas (U, ¢), (V, 1) se dicen compatibles si o(UNV) y Y(UNV) son abiertos y Yo~ ,wmy) ¥
@V Hyuny) son C®. R™ tiene estructura de variedad trivialmente. Dadas variedades X, Y con
atlas A, B podemos formar una variedad X xY” con un atlas formado por las cartas (U xV, px1)).
Dos atlas se dicen equivalentes si la union es un atlas. El atlas maximal de una variedad es el
conjunto de todas las cartas compatibles con todas las cartas del atlas. Si X es variedad recibe
una topologia de su atlas, que tiene como subbase {o'(W) | (¢,U) € A, W C o(U) abierto};
una funcién f : Y — X es continua sii ¢;f|;-14,) es continua para todo ¢ € I; dos atlas
equivalentes dan la misma topologia.

Particiones de la unidad. Las variedades seran T, Ny (base numerable) y localmente com-
pactas. Una familia {U; };e; de subconjuntos de X se dice localmente finita si para todo z € X
hay un entorno U de x con U NU; = & salvo para finitos. X se dice paracompacto si todo
cubrimiento por abiertos {U; }i; tiene un refinamiento {V;},c; (o sea (Vj € J)(3i € I)V; C U;)
localmente finito. Toda variedad es paracompacta (tomo base numerable {; con U; compacto;
tomo Gy = Uy y Uy = U U ---UU;,,, con Gr C Gry; si {Uy}aea es cubrimiento tomamos
para i > 3 un subcubrimiento finito de {U, N (Giz1 ~ Gi_2)}Yaca del compacto G; ~ G;_1,
y uno de {U, N G3}taeca de Gy; juntando todos tenemos un refinamiento de {U,}aea numer-
able, localmente finito y formado por abiertos con clausuras compactas). Bump function:

e~ 1/tsi 0 :
f(t) = {0 ' si §£87 g(t) = %7 h(t) = g(t+2)g(2 _t) son C , O negatlvas, f|(foo,0} = O,

Il(—0.0 = 0, glpoe) = 1, hl—22c = 0y b1y =15 b(x) = g(z1) ... g(zn) es L en [-1,1]" y O
afuera de (—2,2)". Particiones de la unidad: si {, }aca €s un cubrimiento abierto hay una flia
contable de funciones {¢;} tales que 0 < ¢; =1, > . ¢; = 1, {sop ¢;} es localmente finito y, o
bien ¢; son C'* de soporte compacto y sop ¢; C U, para algin «, o sop ¢, C U, (tomo Gy, para
U; con Gy = @; dado p € X sea i, el méximo con p € X \ G,,; sea o, con p € Uy, v (V, ¢)

carta en p con VNU,, N (G 12\ Gy,) y con [—2,2]" C ¢(V); pongo ¢, = {8°¢ Y Opeslen

afuera s
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un entorno abierto W, de p con soporte compacto en V; para cada i = 1 consigo finitos p con
W, cubriendo G; \ G;_; y tenemos funciones 1; con soportes localmente finitos y ¢ = Zj’;l ;

es C* con ¢ > 0; pongo ¢; = % y listo; si distribuyo las ¢; con sop ¢; C U, y sumo tengo ¢,
con Sop ¢ C Uy, pero quizas no compacto).

Funciones diferenciables. Si X,Y son variedades, una funciéon f : X — Y se dice C* en
r € X si existen cartas (U, @), (U',¢") de X, Y con z € U, p(U) C U tales que P fp ! es C;
si vale para una vale para todas; f se dice C*° si es para todo x € X. Si f: X — Y es continua
equivalen: f es C'; para todo par de cartas (U, ¢) de X, (V,1) de Y tales que f(U) C V vale
Ufe~t es C™; y para todo V C Y abierto y toda g : V — R C™ vale gf|;-1) es C®. Si
f: X—>YesC®yg:Y = ZesC® gf esC®. Llamamos D(X,Y)={f: X =Y | f € C~}
y D(X) = D(X,R). Las proyecciones 7 : X XY — X con C%; f;: X — Y], fo : X — Y3 son
O™ entonces f; X fo es C°; D(X) es una R-dlgebra con la suma, el producto y las funciones
constantes; si f : X — Y es C*° da un morfismo de R-algebras f* : D(Y) — D(X) dado por
f*(g) = gf. Decimos que f: X — Y es un difeomorfismo si es C™, biyectiva y f~! es C*.

Gérmenes de funciones. Sea X una variedad y z € X; entre los pares (U, f) con z € U
abierto y f € D(U) consideramos una relacién de equivalencia dada por (U, f) ~ (V,g) sii
hay W C U NV abierto con f|y = glw. A las clases de equivalencia las llamamos gérmenes
de funciones en x y a su conjunto lo notamos D(X),; es una R-dlgebra. Tenemos que ev, :
D(X), — R es un morfismo y M, = kerev, es un ideal maximal. Por Taylor tenemos que si
f:U — R conlU C R" entorno de 0 es C* entonces f(z) = f(0) + >, gi(x)z; con g; € C*°;
entonces My(U) = (x1,...,z,). Entonces si X es variedad de dim n, z € X y (U, ¢) es carta
con x € U entonces M, = (p1,...,pn) con @, = m;i(p — @(x)).

Espacio tangente en un punto. Si x € X llamamos 7, X al subespacio de D(X)! dado por
§ € T, X sii 6(fg) = 6(f)g(x) + f(x)d(g); se llaman derivaciones, o vectores tangentes. Si
(U, p) es una carta en x, definimos derivaciones %‘x dadas por 8%% x(f) = gsfi L= ag“;;l oa)”
Veamos que hay un isomorfismo de R-ev a : T, X — (M,/M?*)*: dado 6 € T,X vemos que
§(M?) = 0, luego ponemos «(d) = d|p,. Inyectiva: si a(d) = 0, f € Dy (X), 6(f — f(z)) =
a(0)([f — f(z)]) = 0, luego 6(f) = 6(f(x)), pero eso es f(x)d(1) y 6(1) =d(1-1) = 5(1) +4(1),
luego 0. Suryectiva: si ¢ € (M,/M2)*, pongo §(f) = ¢([f — f(z)]) y se comprueba que
§ € T.X y a(d) = ¢. Ahora veamos que dim(M,/M?) = n: dada una carta (U, ) en x las
@i generan M,; veamos que @; generan M, /M2 como R-ev: si f € M,, f =" g, f=

> TP = i 9i(@)pi = 307, 9i(2) @i veamos que {Fi} es base: aplico a(g-[,) () = di;

n
y se ve li. Entonces dim(M,/M2)* = n con base {E* = a(a‘; x)} , luego dim 7, X = n con
=
. o ;
base {6%1_’1}?:1. Se ve que si (V, 1)) es otra carta vale %L = BZZ- za%j‘x'

Diferencial de una funcién. Si f : X — Y es diferenciable definimos d,f : T, X — Ty)Y
por d,f(d) = (g — d(gf)); es lineal. Si (U, ) es carta de = y (V,v) de f(x) entonces hay
co : T X = R", ¢y : Tp)Y — R™ isomorfismos lineales con Cv’(a%Jx) =ey Cw(a%i f(x)) = e;.
Lo que hay que notar es que cwdxfc;1 = (Y fe 1) (p(x)). Vale regla de la cadena d,(f o g) =
dg(m)f © dxg

Subvariedades. Si f € D(X,Y), x € X, d,f inyectiva, entonces hay cartas (U, @), (V, 1),
zel, f(x) €V con f=1foH(x) = (2,0). Si f € D(X,Y) decimos que es immersion si dg f
es inyectiva para todo z € X. Si f es regular e inyectiva decimos que (X, f) es subvariedad
de Y. Si ademés f : X — f(X) es homeo decimos que es un embedding. Si Y es variedad
de dim m y X C Y decimos que es subvariedad de dim n si para todo x € X hay una carta
U,p)de Y,z €U, con p(U) =V x W,V CR*", W C R™ ™ abiertos y p(U N X) =V x {0}.
En ese caso X recibe estructura de variedad con las cartas (U N X, mPlynx), y ¢ : X = Y
es embedding. Si f : X — Y es embedding, f(X) C Y es subvariedad y f : X — f(X)
es difeo. Definimos r¢(x) = rango(d,f); vale que D,, = {z € X | r¢(x) = n} es cerrado,
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porque es que se anulen todos los n + 1 menores de la matriz. Corolario: si dim X < dimY
entonces U = {x € X | r¢(zr) = dim X} es abierto, y f|y es immersion. Si f € D(X,Y) y
d,f es sobre entonces hay cartas tales que f(x,y) = x; si d,f es sobre para todo z € f~'(y)
entonces f~1(y) C X es subvariedad; y se llama valor reqular. Decimos que f : X — Y es
submersion si d,f es sobreyectiva para todo x € X (implica dim X = dimY’). En ese caso
V={re X |rir)=dimY} es abierto, y f|y es submersién.

Espacio tangente. Dado X defino TX = [, 7, X; sus elementos son (z,v), con x € X,
v € T, X; definorm : TX — X dada por 7(z,v) = z; dada (U, ) carta de X pongo TU = 71 (U)
y @ : TU — R™ x R" dada por (z,v) = (¢(z),dsp(v)); entendemos d,(> ;. , aia%iu =
(ay,...,a,) € R™ los (TU,P) le dan estructura de variedad a TX de dim 2n; la topologia es
la inicial de w. Si f € D(X,Y) definimos df : TX — TY dada por df (z,v) = (f(x),dm)(v)) ¥
se ve que es diferenciable.

Campos vectoriales. Dado M variedad un campo es una funcion X : M — T M diferenciable
tal que 7X = idyy, es decir, X (x) € T,,M; el conjunto de los campos se nota I'(T'M). Se puede
ver como X : D(X) — D(X) por X(f)(z) = X(x)(f). Definimos el corchete de Lie como
[—, =] : T(TM)?> — T'(TM) dado por [X,Y] = XY — Y X; se verifica que es campo. Dada

(U, p) carta 8%1_ = (z — B%Jx) son campos en U tales que [Z,ag] = 0. Dado X hay
funciones diferenciables Ay,..., A, : U — R con X[y = > | A, 3(?# Dado X campo, una

curva integral en x € M es una funcién diferenciable o : (—e,¢) — M tal que 0(0) = x y
X(o(t)) = &(t) = dyo(Z|;). Siempre exiten y sus gérmenes en z son tnicos. Dado p € M hay
entornod y ¢ : (—e,e) XU — M C* con o(t) = ¢4(p) curva integral; vale ¢, s = ¢y 0 dps. X se
dice completo si para todo p € M hay una curva integral o, : R — M con 0,(0) = p; definimos
el grupo uniparamétrico por los difeos ¢, : M — M, t € R, con ¢(p) = 0,(t), ¥ ¢1 0 ¢s = Prss.

Derivada de Lie I. Dado X € I(TM) y p € M fijo ¢ : B! xU — M el grupo 1-paramétrico

de X. Defino la derivada de Lie Lx : D(M) — D(M) por Lx(f)(p) = yﬂéw =
%

5ilof (@(D)) = df (6:(p))(5],) = df (d(&r(p))(5|))) = df (Xp) = X, (f). Si f: M — N digo que
X € I(T'N) estd f-relacionadoa X € I(TM), X ~; X,si Xof =dfoX;si X ~; X, Y ~; Y,
[ X,Y] ~; [X,Y]. Dado f: M — M difeo y X campo defino f.X campo por X ~ f,X, o sea
[ X = dpf(X,); st ¢ 0 BE xU — M es 1-grupo de X, fog, 0 f~! es 1-grupo de f.X; vale
£ X = X sii fé = ¢ f. Defino Lx : T(TM) — D(TM) asi: LX(Y)p( f) = lim ($=0):Y0)=%(),

t—0
si ¢y es 1-grupo de Y en p, (¢—).Y, (f) = d¢- tl/)sﬁbt( )( = | foubsd_i(p) y (f)
dos(p)(55|,)(f) = £, fs(p), por lo que Lx (Y),( 3t‘0§8‘ fqb t@bsqbt( ). Pongo K

(t,s,u) =
foebsdu(p) y queda Lx(Y),(f) = 8?28\(0,0)K( L8 t) 8tds|( 0K (0,5,) = 555 |(oo Kt 5,0) =
w797 | 0.0y [Vs01(0) = 355 | 0.0y S P105(0) = &1 Youin (f) — a|oX¢3(p>(f) = X,(Y(f)) =Y (X(f) =
[X.Y],(f). Queda LxY = [X,Y]. Si[X,Y] = 0 resulta %(gbt)*Xp(f) =0, ()X =Xy
¢t¢s = wsﬁbt-

Teorema de Frobenius I. Si X, ..., X} son campos li con [X;, X;| =0y p € M hay carta
(U,qb) conp €Uy B%i = X; para i = 1,...,k. Tomo f': Bl xU — M con dfi(z)(Z) =
X;(fi(z)), fi(x) = z y pongo ¢~ Nay,...,2,) = f1L ... ﬁkqp— 0,...,0,441,...,2,), con
carta, ¢(p) = 0; como [X;, X;] = 0 vale f; fI = f] fi; vale 8% }0 = Xi(p)(w;)sii < ky

Zj
ng |0 = 52] si i > k; entonces ¢! es localmente difeo; 7z- | 8% }¢ = d¢($)¢_1(£3i) =

Xi(x) sii <k, listo.

Grupos de Lie. Un grupo de Lie G es una variedad con estructura de grupo cuyas operaciones
son C°°; notamos L, : G — G el difeo h — gh. Un campo X es invariante a izquierda
si dLy, 0o X = X o Lg; hay un isomorfismo entre 7.G y el esacio G de campos invariantes a
izquierda: mando v € T.G a X,(g) = d.Ly(v) y mando X a X(e); G es élgebra de Lie porque
[(X,Y] € Gsi X,Y € G; los X, € G son completos (porque si o es curva integral en g, hg~'o
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es curva integral en h y las puedo ir pegando indefinidamente); entonces defino exp : .G — G
por exp(v) = o,(1) donde o es curva integral de X, con 0,(0) = e; vale exp(0) = e, y
exp(tv) = o,(t) si t € R (vale oy,(u) = o,(tu)); sale que si ¢ : G — H es morfismo de grupos
de Lie vale ¢ o exp = exp od.¢ (vale que ¢(exp(tv)) es curva integral de Xg, ().

Formas. Dada M defino (T"M)*" = [[ (T, M)*" y 7 : (T*M)®" — M por 7(p,v) = p;
dada carta (U, ) doy carta (7~ (U),¢) donde ¢(p,vi @ --- @) = (d(p),dpd(v1)* @ -+ ®
dy¢(v,)*) v se extiende por linealidad. Un campo de covectores de grado r es una funcién
a: M — (T*M)®" diferenciable con mar = id; su espacio se nota I'((7T*M)®™). Si (U, ¢) es carta,

..............

(T,M)" — R por dypi, @ -+ @ dpi, (v1,...,0,) = dpti, (V1) ... dpos, (vy,). Defino N"T*M =
[ers A" Ty M con m(p,v) = py dada carta (U, ¢) doy carta (7= (U), ) por d(p,vi A -+ A
vi) = (o(p), dpp(v1)* A -+ A dpd(v,)*) extendido por linealidad. Una n-forma es una funcién
w: M — A\"T*M diferenciable con 7w = id; su espacio se nota Q"(M). Si (U, $) es carta,
wly = >, Wiy.indoi, N+ Nde;, 5 w(p) se puede ver como forma multilineal alternada
(T,M)" = R por dpgi, A+ Adpgi, (v1,...,00) = D cg (—1)%7dpdy, (vs,) . . . dpi, (vs,). Si
f:M — N defino f*: Q"(N) — Q"(M) por frw(z)(vy,...,v,) = w(f(x))(df(v1),...,df(vy)).
Si X es campo y w € Q"(M) defino ixw € Q" ! por ixw(vy, ...,V 1) = w(X,01,..., 0, 1).

Complejo de De Rham. Dada M formamos Q(M) = @, ., Q2" (M), el algebra graduada
alternada, con wAn(p) = w(p) An(p). Definimos el diferencial d : Q(M) — Q(M) asi: dada w €
Q"(M), (U, @) carta, w|y = Zi1<~-~<in Wiy ind®iy N+ - - Nd;,, pongo dwly = Zi1<~--<in dwi, ..in N
dei, A\ - -Adg;, , v pegando obtengo dw € Q"F(M). Vale d> = 0y d(wAn) = dwAn+(—1)"wAdn,
siw € Q"(M). Las formas de imd se dicen ezactas y las de kerd se dicen cerradas. Si
f:N—= M, f": QM) — Q(N) es morfismo de complejos y de algebras, (fog)* =g* o f*y
frlwonn) = fronfraix(wAn) =ixwAn+(=1)"w Aixn.

Derivada de Lie II. Dado X € I'(T'M) defino Lx : QP(M) — QP(M) por Lyxw = 11_{% glow,

t
Notar Lx(w+mn) = Lxw + Lxn, Lx(wAn) = Lxyw An+wA Lxn, Lxf = X(f), Lxdf(v) =
lim DAL = B df (dgy(v)) = &l ,0(fér) = v(G],fér) = v(X(f)) = dX(f)(v); se ve que
Ly =doix+ixod.

Orientabilidad. M de dim m se dice orientable si existe w € Q™(M) nunca nula. A
se dice atlas orientable si dadas cartas (U, ¢), (V,v) vale det(gij)ij > 0. Vale que M es
orientable sii tiene atlas orientable (si w es orientacién, tomo el atlas formado por las (U, ¢)
con wly = f A, dg; con f > 0; si A= (U, ¢;)icsr es orientable, tomo particién de la unidad
{fi}ier subordinada a {U;} y pongo w = .., fi \j_, doij).

Integracién 1. El n-simplex es A™ = {(to,...,t,) € R™™ | 0 = ¢;,>" ,t; = 1}. Una n-
cadena es un elemento del R-ev libre de base {o : A" — M diferenciable}, llamado Chain,, (M).
Definimos 9 : Chain, (M) — Chain,_;(M) lineal por do = Y ,(—1)'c", con o' : A" — R
dado por o'(tg,...,tn_1) = o(te,...,t;i-1,0,t;,...,t,_1). Vale 9> = 0. Dada una n-cadena
o =Y a0; y una n-forma w en R, w = fdxy A --- A dxy, defino [ w = 3" a; [, fo.
Cambio de variables: si ¢ : U — V es difeo, f s W = + fu ¢*w, donde el signo es el de
det(g—f]’:)ij. Dada w € QP(M) y o una p-cadena, defino [ w = ", a; [, ojw. Teorema de
Stokes: [, w= [ dw.

Integracion II. Dada M orientada y w una n-forma con soporte compacto defino [ W ast:
tomo atlas orientado A = (U;, ¢;)icr, particion de la unidad {f,}nen con sop f, compacto y

S0P fn C un7 y pongo
— —1\x* - )
/M“’ Z/qj(un)wn (o)

neN
Vale cambio de variable: si ¢ : N — M es difeo, [,,w = + [}, ¢*w, dependiendo de que ¢
mantenga o no orientaciéon. Una variedad con borde M es lo mismo pero las cartas (U, ¢) son

30



con ¢ : U — R, donde R} = {(z1,...,2,) € R" | 2, =2 0}. Defino 9M como los p € M con
on(p) = 0 (no depende de la carta). Notar que M ~ OM es una variedad normal y M es una
de dim n — 1. Notar que T,M estd definido si p € OM y es de dim n, y que T,0M se puede
ver como incluido. Dada una orientacién w sobre M queremos inducir una sobre T,0M. En U
definimos X = —%, pegamos por una particién de la unidad, y orientamos OM por i xw; esta

es la orientacién exterior. Con esto vale Stokes: [, w = [, dw.

Teorema de Frobenius II. Una distribucion D de dim k es una funcién que asigna a cada
p € M un subespacio D, de T, M con dim D, = k de manera que localmente D, = (X;, ..., X}),
con X; campos li sobre Y. Se dice que X € D si X, € D,; D se dice involutiva si X,Y € D =
[X,Y] € D. Sea f: N — M una subvariedad paramétrica (f y df inyectivas); decimos que
(N, f) es variedad integral de D si d, f(T,N) C Dy para x € N; notar dim N < k; D se dice
completamente integrable si para todo p € M hay (N, f) variedad integral con dim N = k y
p € f(N). El teorema de Frobenius dice que D es completamente integrable sii es involutiva.
Una implicacién es facil. Hago la otra. Dado p tomo D, = (X;,..., X}) para z € U. Tomo

¢ carta con (% ) = Xi(p) sii < k. Defino 7 : U — R* por 7(x) = (¢1(2),...,¢r); notar
que d,m(d> 0, ai%b) = Zle ai% LT dm(X1),...,dr(Xg) son li para z en un entorno

de p, por lo que d,7 : D, — Tr)R* es iso lineal. Tenemos %‘ﬁm - dxw(Zle a;X;) =

Z?Zl a;d,m(X;) tiene solucién tnica (ay, ..., a;) y por Cramer son C*; entonces defino campos
Yi(z) = dwﬂf)i(a%i 7r(m)) que generan D,. Notar Y; ~ 8%1_, y d,7[Y;, Y] = [%, %]ﬂ(x) = 0.
Como [Y;, Y|, € D, y d,7|p, es inyectiva, [Y;,Y;], = 0. Entonces hay ¢ carta con Y; = 8%%
y {¢; = cte} para i > k es variedad integral; toda variedad integral (N, f) con f(N) C U
es f(N) = NiLgs1{¢ = i}, Hay una variedad integral conexa (N, f) con p € f(N) y f(N)
maximal y es tnica (es el conjunto de los puntos z tales que hay un camino v C* a trozos de
pazxcony € D).
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