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Categorias Una categoria (localmente chica) C consta de una clase de objetos ObjC (notada
C; si es un conjunto la categoria se dice chica) y, para cada par de objetos X e Y, un conjunto
de flechas o morfismos Home(X,Y) (notada C(X,Y)), de manera que 4. los conjuntos de
flechas son disjuntos de manera que a cada flecha f le corresponde un dominio dom f = X
y codominio cod f =Y con f € C(X,Y), ii. para tres objetos X,Y,Z hay una funcién
C(X,Y)xC(Y,Z) = C(X,Z) que se nota (f,g) — fog,iii. (fog)oh = fo(goh)si
f, g, h son morfismos y la operacién tiene sentido, y 7. para todo objeto X hay un morfismo
Iy € C(X,X) tal que folx = fylxof=f paratoda f cuando la operacién tiene sentido.

Notamos f: X - Y o X v en lugar de f € C(X,Y). Definimos la categoria opuesta C°P de
C de manera que ObjC° = ObjC y C°?(X,Y) = C(Y, X). Una categoria se dice discreta si sus
unicos morfismos son los 1x, X € C; la categoria vacia se llama 0; la categoria discreta de un
objeto se llama 1; la de dos, 2; los conjuntos forman la categoria Set; dadas categorias C, D se
define C x D por Obj(C x D) = ObjC x ObjDy CxD(Ax B,A'x B") =C(A, A") x D(B, B’).
Si fg1 = fgo implica g, = g para todos g1, g2 entonces f se dice monic; si g1 f = gof implica
g1 = go entonces f se dice epic; si gf = 1 entonces f se llama seccion de g y g una retraccion de
f;sihay g con gf = fg = 1 entonces f se dice isomorfismo y si f: X — Y ponemos X =Y
si f € C(X, X) se dice que es un endomorfismo y se nota Ende(X) = C(X, X); si f € Ende(X)
es isomorfismo se dice automorfismo y se nota f € Aute(X).

Funtores. Un funtor (covariante) F' : C — D es una asignaciéon F' : ObjC — ObjD y F :
C(X,Y) = DFX,FY) tal que F(lx) = 1lpx vy F(fg) = F(f)F(g); un funtor contravariante
es un funtor de C a D°P; toda categoria C tiene un funtor identidad 1¢; un funtor es fiel
(resp. full) si F': C(X,Y) — D(FX, FY) es inyectivo (resp. suryectivo). Si F,G : C — D,
una transformacion natural n : F — G es una funciéon n : C(A, B) — D(FA,GB) tal que
n(f) =n(1g)F(f) = G(f)n(1a); se escribe n4a =n(l4) y si f € C(A, B) entonces el diagrama

FA ™. GgA
F(f)l lg(f)
FB-".GB



conmuta. Dadas C y D armamos la categorfa [C,D] o D¢ cuyos objetos son funtores C — D
y cuyos morfismos son transformaciones naturales; n : F' = G sii todo n4 es un isomorfismo.
Decimos que dos categorias C, D son equivalentes, C ~ D, si hay funtores F,G e isomorfismos
naturales n:1l¢ == Go Fye: FoG — 1p; un funtor ' : C — D es equivalencia sii es fiel, full
y esencialmente suryectivo (para todo B € D hay A € C con FA = B).

Representables. Dado A € C tenemos los funtores Hy = C(—, A) : C°® — Set y H* =
C(A,—) : C — Set. En general tenemos funtores H, : C — [C°P,Set] y H® : C? — [C, Set].
Vale A = A’ sii Hy = Hy sii HA =2 HA'. Tenemos el funtor Home : C x C — Set dado
por Home(f X g) = go —o f. Lema de Yoneda: [C°P,Set](H4, X) = X(A) es un isomorfismo
de funtores C°? x [C°P, Set] — Set (con (A, X) € C° x [C°P, Set]); en particular un morfismo
a: Hy — X estd determinado por as(1a), ya que ap(f) = X(f)(aa(1a)); el funtor He : C —
[C°P Set] es full y fiel. Una representacion de X € [C°P,Set] es un par (A,a) con A € Cy
a: Hy = X; estdn en correspondencia con pares (A, u), u € X(A) tales que para cada B € A
y € X(B) hay un tinico f : B — A con X(f)(u) = .

F

Adjunciones. Sean C ED funtores; decimos que son adjuntos, F' - G, si hay iso aap :
D(F(A),B) =2 C(A,G(B)) de [C® x D, Set]; en ese caso decimos que F' es adjunta a izquierda
de G y G es adjunta a derecha de F'; notamos § = aap(q) : A - GB (conq : FA — B) y
p=a,5(p): FA— B (conp: A— GB)yq=q. Ejemplo en Set: (—xY) - (—)". Dada
a: F' 4G tenemos morfismos n: 1¢ - Go F'ye: FoG — 1p, llamados la unidad y counidad
de la adjuncién, dados por ng = 1pa v €g = 1gp; vale eF o F'p = 1p y GeonG = 1. Hay una
correspondencia biunivoca entre adjunciones v : F' <4 G y pares (1, €) tales que eF'o Fnp=1py
GeonG = 1g. Dados funtores P : A — C, Q) : B — C se define la categoria coma (P = @) con
objetos (A, B,h), Ac A, Be€ B, h: P(A) — Q(B) y morfismos (f,g) : (4, B,h) — (A", B', k)
con f: A— A g: B — B tales que Q(g)h = W' P(f). Hay una correspondencia biunivoca
entre adjunciones « : F 4 G y morfismos n : 1o — G o F tales que, para todo A € A,
n:A— GFAesinicial en (A= G) (con A:1—C, A(e) = A). Sea G : D — C un funtor; G
tiene una adjunta a izquierda sii, para cada A € C, (A = @) tiene un objeto inicial.

Limites. Si Z es una categoria chica y D : Z — C un funtor, un cono en D es un objeto
A € C con flechas (A & D;)icr tales que, sii—jen Z, Duog = gj; un limite en D es un cono
(L Dy)ser tal que para todo cono (A2 D;)ier hay un tnico ¢ : A — L tal que p;oq = ¢
para todo ¢ € Z; se nota 1{1_1111 D; si existe es tnico salvo isomorfismo. Si Z es vacia un limite es

el objeto final. Si Z es discreta un limite es el producto [],.; D;. Si Z es o7 un limite es el
f o
ecualizador para X;)Y. SiZes J un limite es un pull-back. Set tiene todos los limites. Si C

tiene productos y ecualizadores t.i(;q(.e todos los limites; si tiene final y pull-backs tiene todos los
limites finitos. Si Z es chica, definimos el funtor diagonal A : C — [Z,C] por AA(f) = 14; dado
D : 7 — C, un limite es una representacién del funtor [Z,C](A—, D) : C° — Set. Si C tiene
todos los limites desde Z entonces 1(1_1111 : [Z,C] — C es un funtor adjunto a derecha al diagonal:

[Z,C)(AA, D) = C(A, lim D).

Grupos Un semigrupo consta de un conjunto S y una operacién - : S? — S tal que (a-b)-c =
a-(b-c); forman una categoria con los morfismos Hom (M, M’) que son las funciones f : M — M’
tales que f(ab) = f(a)f(b). Un monoide M es un semigrupo con un elemento neutro e € S tal
que a - e = e - a; todo semigrupo se puede meter en un monoide agregando un elemento que
hace de neutro; definimos el monoide libre sobre un conjunto X como el conjunto de secuencias
finitas sobre X con la operacién concatenacién. Un elemento a € M se dice inversible si hay
a '€ Mconaa=! =ata=-e. Un grupo es un monoide G en el que todo elemento es inversible;
por ejemplo el grupo 0 con un solo elemento. Un grupo se dice abeliano si es conmutativo; si G
y G’ son abelianos le podemos dar estructura de grupo abeliano también a Hom(G, G') con la



suma (f+g)(x) = f(x)+g(z). Si M es un monoide, el conjunto U (M) de elementos inversibles
de M tiene estructura de grupo, el grupo de unidades de M. Si C es una categoria y X es un
objeto, Aut(X) tiene estructura de grupo, el grupo de automorfismos de X. En particular, en
la categoria de conjuntos, llamamos Sx a Aut X, el grupo simétrico de X, que consta de todas
las biyecciones de X en X.

Subgrupos. Un subgrupo H de G es un subconjunto tal que (H,-|g2) es un grupo; se nota
H < @. Si H < @ definimos la relacién ~ € G? dada por a ~ b sii ab™! € H; las clases de
equivalencia son Hg para algin g € GG y se llaman coclases; se ve que hay biyecciones entre todo
par vy, luego, si (G : H), el indice de H, es el cardinal de las clases se tiene |G| = (G : H)|H|.
Si a ~ b implica ca ~ cb o sea que gHg™' = H entonces las clases tienen una estructura de
grupo dada por la operacién [z][y] = [ry]; en ese caso se dice que H es normal en G, lo cual
se nota H < G, y el grupo de las clases se llama grupo cociente G/H. Si f € Hom(G,G’) se
tiene Im f < G’ y nicleo ker f = {g € G | f(g) = e} < G; [ es epimorfismo sii Im f = G' y
monomorﬁsmo sii ker f = 0; isomorfismo sii es mono y epi. Tenemos el morfismo proyeccion

: G — G/H dado por py(x) = [z] con nicleo H. El cociente queda determinado por
la siguiente propiedad universal: si f € Hom(G, G) con H<aG y H < ker f entonces existe
un tnico morfismo f € Hom(G/H,G’) tal que fopy = f. Tenemos que Hom(G,G’') es la
unién disjunta de los conjuntos {f € Hom(G,G") | ker f = H}, donde H recorre los subgrupos
normales de G. A su vez f — f es una biyeccién de {f € Hom(G,G') | ker f = H} a los
monomorfismos de Hom(G/H, G') con inversa f — f o py.

Morfismos canénicos. i. Si f € Hom(G,G’) entonces G/ ker f = Im f dado por f. @ Si
K,H <G con K < H entonces Hﬁi >~ (G/H dado por f donde f:axK +— xH. ii. Si HHK <G
con k € K = kHk™' = H entonces HK < G, H<HK y K/(HN K) =2 HK/H dado por
f donde f : k — kH. . La proyeccion py de H < G manda subgrupos H < S < G en
subgrupos py(S) < G/H con S/H = py(S) y pg' es su inversa: dado L < G/H lo manda
a H<apy' (L) < G con py'(L)/H = L; mantiene inclusiones e inclusiones normales. Lema de
Zassenhaus: si u<U, v <V son subgrupos de G entonces

wUNV) (UNV)
wUnNov)<uwUnNV), (unViva(UnViy y WUn0) - (@nV)e
Viene de aplicar H/(HNN) =2 HN/N a H=UNV, N =uUNv) yluegpa H=UNV,
N = (VNu)v.

Productos. Sean H K < G. Si HK = G, HN K = 0y H,K <G decimos que G es
producto directo interno de H y K. Se ve que es equivalente a que G = HK con factorizacion
unica hk,h € H k € Ky hk = kh para h € H,k € K. Definimos el producto directo externo
de grupos H y K como el grupo H x K con operacién (h, k)(h', k") = (hh',kK'). Se ve que
H, K < @ estan en producto directo interno si y sélosi f : H x K — HK dado por (h, k) — hk
es isomorfismo. Si H, K < G con H< G, HK = Gy HN K = 0 decimos que G es producto
semidirecto interno de H y K;senota G = Hx K. Si H y K son grupos 'y ¢ € Hom(K, Aut H)
definimos el producto semidirecto externo H x4 K como el conjunto H x K con la operacion
(h,k)(W, k') = (ho(k)(R'),kK'). Se tiene que si G = H x K entonces G = H x4 K con
¢k (h—khk™'), y Hxy K= (H x0)x(0x K); ademds 0 x K aH x4 K siy solo si ¢
es trivial.

Subgrupos generados, derivados y caracteristicos. Si S C G definimos el subgrupo generado
por S como el conjunto de las palabras finitas a; ...a,, donde a; € S U S™!; lo notamos
(S); es NgeregT- Siz,y € G definimos el conmutador [z,y] = zyz~'y™; si HLK < G
definimos [H, K] como el subgrupo generado por {[h, k] | h € H,k € K} y el subgrupo derivado
G' = [G,G]; se tiene que H <« G sii [H,G] < H. Se tiene que si H < G entonces G/H es

abeliano si y sélo si [G,G] < H. Entonces un morfismo G Iy H con H abeliano se factoriza

como G5 G/G 4 H. Un subgrupo H < G se dice caracteristico si todo automorfismo lo
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fija, es decir, si 0 € Aut(G) implica o(H) = H; se nota H car G. Si H car G entonces H 4G
porque las conjugaciones son automorfismos. Si H car K y K car G entonces H car GG, porque
o € Aut(G) implica o|x € Aut(K) asi que o|x(H) = Hy o(H)=H. Si Hcar K y K <G
entonces H < GG, por el mismo argumento donde o es cada conjugacion. Veamos que G’ car G:
o((z, ) = lo(@), o()] € G

Acciones. Si X es un conjunto, una accién de G en X es un morfismo ¢ € Hom(G, Sx);
®(g)(z) se nota g-x o gx. Se ve que ¢ € Hom(G, Sx) siy sélo si ¢ es una funcién G — (X — X),
(99)r = g(¢g'z) y ex = x. Podemos definir la relacién ~ € X? dada por z ~ y si y sélo si hay
g € G con y = gz; la clase de x se llama orbita de x y se denota O,. Definimos el estabilizador
de x como el subgrupo &, = {g € G | gr = z} y tenemos |O,| = (G : &) con la biyeccién
gr — E,g7'. Six : G — Ny, el cardcter de X, estd dado por x(g) = [{z € X | gz = x}|
entonces un double counting da ﬁ >_gec X(9) = |X/~|. Definimos el conjunto de invariantes

de la accién como “X = {z € X | €, = G} y tenemos que X estd partido en érbitas disjuntas
X =9XU;c; O, astque | X| = [9X|+Y, (G : &), la ecuacion de clases. Cuando hablamos
de la accién de conjugacion de G en si mismo dada por g-h = ghg™! llamamos centralizadores a
los estabilizadores y los notamos Z,; llamamos centro del grupo al conjunto de invariantes y lo
notamos Z(G). Con la accién de conjugacion de G en sus subgrupos llamamos normalizadores
a los estabilizadores y notamos Ng(H); los invariantes son los normales.

Grupos libres y presentaciones. Si X es un conjunto y GG es un grupo que lo contiene entonces
es un grupo libre G con base X sii para todo grupo G’ y toda funcién f : X — G’ hay un tunico
morfismo f G — G/ tal que f |x = f. Notar que si existe es tnico salvo isomorfismo. Lo
construimos: sea X ~! un duplicado disjunto de X con una biyeccién ~! : X — X~!: tomamos
el monoide libre M sobre X U X ~!; definimos la relacién de equivalencia ~ € M?*conan~b
sii metiendo elementos de {xz~! | z € X} entre las letras de a y de b obtenemos palabras
iguales; el grupo libre con base X es F(X) = M/~ con inverso [zy...x,] — [z;...27"].
Una presentacion de un grupo es un par (X | R) donde X es un conjunto y R C F(X),
que representa el grupo F(X)/(\gc o H; notar que todo grupo tiene una presentacion: (G |
kerid). Si G = (S), P = (X | R)y f: S — X es una biyeccién, tomamos f : F(X) — G; si
f(s) =1 para s € R (o0 sea los elementos de S cumplen las relaciones R) entonces R C ker f,
ﬂRchF(X)H < kerf y tenemos un epimorfismo g : P — G con g o pp = f; por lo tanto
para probar que G = P basta ver que |P| = |G|. Con esto es obvio que (z | @) = Z y
(x | 2"y =2 Z/nZ. Construimos el grupo dihedral D,, = {(a,b | a",b* baba); se ve que todo
elemento de D, es a"b® con 0 < r < n,0 < s < 2, luego |D,| < 2n; por otro lado se ve
que poniendo a = (1,0),b = (0,1) en Z, xy Zy con f(s)(t) = (—1)°t tenemos un epimorfismo
Lp, X5 Lo — D, asi que D, = Z, Xy Zy. Construimos el grupo de los cuaterniones H =
{a,b | a*,a®b? bab~'a); de nuevo se ve que todo elemento es a"™b* con 0 S r < 4,0 s <2y
|H| < 8; ahora armamos un grupo H sobre {+1,+i, +j, +k} dado por i* = j? = k? = —
1] =k, jk=1i,ki=j, ji=—k,kj = —i,ik = —j y i = a,j = b cumplen las relaciones, asi que
tenemos un epimorfismo H — H y |H| = 8.

Grupos finitos Si z € G deﬁnimos el orden de z como |x| = |(z)]. Tenemos z* = e sii

|z| | k. Si G es finito vale |z| | |G|. f € Hom(G,G") entonces |f(z)| | |x|. Un grupo G
de dice ciclico si es (x), en cuyo caso |G| lz|. Si [{x)| = n, (x) = Z/nZ; si |(z)| = oo
entonces (r) = Z; llamamos Z, a Z/nZ. Los subgrupos de Z son mZ con cociente Z,, y
los de Z, son ([r]), donde r | n, que es rZ/nZ = Zr, con cociente Z/ /”ZZ ~ 7Z,. Claramente
Hom(Z,7) = Z, Hom(Z,,Z) = 0 y Hom(Z,Z,) = Z,. Ademés Hom(Zn,Zm) = Znm)-
AWZ =7y y AutZ,, = Z;, el grupo de unidades del monoide Z,, con la multiplicacién, con el
isomorfismo f +— f([1]); en particular | Aut Z,| = p(n).

Exponente. Un grupo es de torsion si todo elemento tiene orden finito. El exponente de




un grupo de torsién es el méaximo orden de un elemento. Si GG es abeliano con exponente finito
r veamos que si € G entonces |z| | r. Sea y de orden r; el elemento yz!®//#) tiene orden
mem{r, |z|} < r asi que |z| | 7. Sea k un cuerpo, k* el grupo de unidades de la multiplicacién y
G < k* finito; si r es el exponente tenemos todo = € G es raiz de X" — 1, asi que |G| < r, pero
r | |G| ast que r = |G| y G es ciclico. En particular Zy = Z,,_; y Hom(Zy, Aut Zy,) = Zpp-1).-

Accién en las coclases. Si H < G sea Q2 ={Hg | g € G} y sea f € Hom(G, Sq) dada por
f(z)(Ha) = Hax™'. Sea K = ker f. Tenemos K <G, K < Hy (G: K) = |G/K| = |Im f] |
(G : H)!. Sip es el menor primo que divide a |G| y H < G con (G : H) = p entonces por lo
anterior hay K <G con |K| | |H| pero |G|/|K| | p! asi que |K| = |H|y K = H, asi que H <G.
Si|G|=mpconm<py H <G con |H| = p entonces de nuevo hay K <G con K < H pero
|G|/|K| | m!; si K = 0 resulta que pm | m!'y p | (m —1)!'| (p — 1)!, absurdo; luego K = H y
resulta que H < G.

Teorema de Cauchy. Sip | n = |G| con p primo entonces G tiene un elemento de orden p.
Sea X = {x € GP | [[}_, z; = e} y sea C el grupo generado por la permutacién o : i — r,(i+1),
actuando sobre X de la manera obvia. Las o6rbitas pueden tener orden uno 6 p. La ecuacién
de clases da p | P! = | X| = |X| + pk, asi que p | |[X]| y, como |“X| = 1, resulta que hay
g € G no neutro con g* = e.

Descomposicion primaria. Un grupo G se dice p-grupo si todo elemento tiene orden potencia
de p, con p primo. El teorema de Cauchy da que un grupo finito es p-grupo sii el orden es
potencia de un primo. En el caso abeliano hacemos que G(p) sea el conjunto de los elementos
con orden potencia de p de G y es un subgrupo, el p-primario. Si |G| =n = p{*...pS entonces
(npy®,...,np7 %) =1y aynp; ™ + -+ + a,np, ! =1 asi que G es la suma de G(p) para p | n;
por cardinalidad se ve que tiene que ser una suma directa (producto en versién abeliana):
G = EBpHG\ G(p).

Grupos de orden pq, con p,q primos, p > ¢q. Si |G| = pq, por Cauchy hay z,y con |z| = p,
lyl = ¢; () N (y) = 0; G = (x){y) (por cardinalidad); (z) <G (porque (G : (x)) = q es el
menor primo que divide a |G|); luego G = (x) x (y). Luego hay ¢» € Hom({y), Aut(z)) con
G = (x) xy (y), asi que hay ¢ € Hom(Z,, AutZ,) con G = Z, X4 Z,, pero Hom(Z,, Aut Z,) =
Zgp—1y, asi que si g { p—1 es trivial y G = Z, X Zq. Si ¢1, ¢p2 € Hom(Z,, Aut Z,) no son triviales,
son inyectivos (viendo el nicleo). Ahora |Im ¢;| = | Im ¢|, pero Im ¢y, Im ¢ < AutZ, = 7Z,,_4,
pero un grupo ciclico tiene un subgrupo de cada cardinal asi que Im ¢; = Im ¢, y por tanto
hay f € AutZ, tal que ¢; = ¢of dada por f = b5 1. Entonces Ly Xy Lg = Ty X py Ly con
isomorfismo (a,b) — (a, f(b)). Luego todo grupo de orden pg con p > ¢ es isomorfo a Z, x Z,
o, cuando ¢ | p—1, a Z, X4 Z,, donde ¢ € Hom(Z,, Aut Z,) no trivial, segin sea abeliano o no.

Teorema de Sylow. Si |G| = p"t con p primo y p 1t entonces G tiene un subgrupo de orden
gl .

p'"; estos subgrupos se llaman p-Sylow. Escribimos la ecuacién de clases |G| = |Z(G)|+ 3 =73

sipt|Z(G)| hay z; € G con p 1t \‘z%> " | |24, y usamos induccion sobre Z,,; si no, tomamos el
p-Sylow H = Z(G)(p) de Z(G), un p-Sylow L de G/H (por induccién) y hay H < S < G con
L= S/H, que es p-Sylow de G. Los p-Sylows son conjugados entre si, y si H es un p-subgrupo
esta contenido en 1+pt p-Sylows; si hay n, Sylows y P es uno, p | n,—1,n, = (G : Ng(P)) | %,
y n, = 1sii P<G sii PcarG. Dado H p-subgrupo lo hacemos actuar por conjugacion en el

conjunto X de los conjugados de P; la ecuacién de clases da p | | X| — |#X|. Vemos que
HX ={P' € X | H< P'}: si H< Ng(P), % = |h|71r:|P\’ HP es un p-subgrupo, HP = Py

H < P. Pongo H = P y obtengo p | |X|—1; luego p | [{P' € X | H < P'}| — 1 y poniendo
H = @, otro p-Sylow, obtengo que todos son conjugados, por lo que |X|=n, yp|n, — 1.
Argumento de Frattini. Si H <G y P es p-Sylow de H entonces G = Ng(P)H: si g € G,
gHg ' = H, gPg~' < Hy gPg' = hPh™! con h € H, porque gPg~! es p-Sylow de H y los
p-Sylow son conjugados; entonces h™tg € Ng(P), g € Ng(P)H y G = Ng(P)H. Si P es Sylow
entonces Ng(Ng(P)) = Ng(P), porque gNg(P)g~' < Ng(P) implica gPg~' < Ng(P) (porque



P < Ng(P) implica que es el tnico Sylow en Ng(P)) que implica gPg~ = Py g € Ng(P).
En general, si Ng(P) < M < G para un p-Sylow P de G entonces M = Ng(M), porque de
M aNg(M) sale No(M) = Nnguy(P)M < Ng(P)M < M y Ng(M) = M.

Simplicidad de A,,. Toda permutacién se puede escribir como producto de ciclos disjuntos de
manera Unica salvo el orden en el que se toma el producto. Dos permutaciones son conjugadas
sii son del mismo tipo, es decir, sii una se descompone en ciclos como oy ... y la otra como
Ty...T, con |o;| = |r;|. Las trasposiciones generan; si o € S, es 7y ...7; con 7; traspociones
entonces (—1)* = sigo no depende de la escritura; entonces sig € Hom(S,,, G). Definimos el
grupo alternante A, como el nicleo de sig; se ve que esta generado por los 3-ciclos. Un grupo
se dice simple si no tiene subgrupos normales propios. Aj es simple: si 0 # H < A5 no es propio
no tiene 3-ciclos; si contiene ¢ = (1 2)(3 4), contiene (7077 1)o~! = (3 5 4), absurdo, donde
7 = (1 2)(3 5); si contiene ¢ = (1 2 3 4 5), contiene 707 '6™! = (1 3 4), absurdo, donde
7 = (1 3 2). Ag es simple: seguimos con la misma idea; si H contiene ¢ = (1 2)(3 4 5 6)
entonces 02 = (3 5)(4 6) que vimos que no; si H contiene o = (1 2 3)(4 5 6) entonces contiene
oo 771 = (1 5 3 2 4) que vimos que no. A, es simple para n = 6: sea 1 # 0 € H; sean
i,7 con (i) = j # i; sea T un 3-ciclo que fija i pero mueve j; entonces o7(i) = o(i) = j
y 70(i) = 7(j) # j; entonces ToT'o™! # 1; o7 07! es del mismo tipo que 77! asi que es
3-ciclo; luego 707 1o~ como mucho mueve seis elementos y luego ya vimos que no esté en H,
absurdo. El tinico subgrupo normal de S,,, n = 5, es pues A,.

As es el tunico grupo simple de orden 60. Sea G otro; sea H S G con (G : H) = n;
hacemos actuar G en las coclases y obtenemos K <G, K < H y un monomorfismo G/K < S,;
luego, como |Sy| < 60 y K = 0 por ser GG simple, n = 5; entonces si (G : H) =5, G — S5,
% = |ﬁj§| | % =2yde A;NG<G sale que A5 = G; de ng 2 5 (porque (G : Ng(H)) = ns3
si H es 3-Sylow), n3 | 20y 3 | n3 — 1 sale ng = 10; de ny =2 5, ns5 | 12 y 5 | n5g — 1 sale n5 = 6;
de ny 2 5, ny | 15 sale ny es 5 6 15; si es 5 estamos asi que supongamos que es 15; si A, B
son 2-Sylows, ANB<A,B, A,B< Ng(ANB),4||Nec(ANB),5=(G:Ng(ANB))| 150
ANB =0;si (G: Ng(ANB)) =5 estamos; sino es 15, |[Ng(ANB)| =4y A=Bo ANB =0;
entonces los 15 2-Sylow son disjuntos; los 3 y 5-Sylows también son disjuntos entre si porque 3
y b son primos; entonces 60 = |G| 2 14+2-104+4-6+ 3 - 15 = 90, absurdo.

Condiciones de cadena Una cadena normal de subgrupos es una cadena G = Gy > Gy >
-+ > Gy; los cocientes G; /Gy se llaman factores; si los factores abelianos la secuencia se dice
abeliana; si son ciclicos se dice ciclica; son simples y la sucesion llega a 1 se dice serie de
composicion; una cadena se dice que es un refinamiento de sus subsecuencias. Dos cadenas
normales de G que terminan en el grupo trivial tienen refinamientos equivalentes, es decir, con
el mismo conjunto de factores salvo isomorfismo: (Schreier) si G = Gy >G> G, = 1y
G = H;>Hy>---> H; =1 son las dos secuencias entonces ponemos G;; = Gip1(H; N G;) y
tenemos un refinamiento de la primera; H;; = H;41(G; N H;) y tenemos un refinamiento de
la segunda; por el lema de Zassenhaus tenemos G;;/G; 41 = Hj;/H;;11 y los refinamientos
son equivalentes. Todo grupo finito tiene una serie de composicion: sea GG un contraejemplo
minimo; si es simple G>1 es serie de composicion; si no, hay H <G propio; lo tomamos maximal;
entonces G/H es simple y pegamos G a una serie de composicién de H. El teorema de Jordan-
Holder dice que si un grupo tiene una serie de composicion entonces el conjunto de factores no
depende de la serie elegida. Por lo anterior basta ver que al refinar se mantienen los factores,
pero esto es obvio porque G/H es simple sii H <G es maximal.

Grupos solubles. Un grupo G se dice soluble si tiene una cadena abeliana que llega a 1. Si G
es finito entonces toda cadena abeliana se puede refinar a una serie de composicion, es decir, a
una cadena ciclica con factores de orden primo. Si H <G entonces G es soluble sii H y G/ H son:
siGes, G=Go>Gi>--->G, = 1; tomando H; = G; N H obtenemos que H es soluble; tomando
H; = G;H/H obtenemos que G/H es soluble; si G/H = Ko> K> ---> K, = 1, tomando



H;, = pl}l(Ki) obtenemos una cadena de GG que termina en H, y la podemos pegar con la de H;
H x K essoluble sii H y K son. La serie derivada de G es la sucesién GO > G > ... donde
GO =Gy G+ = (GDY. Como G’ car G tenemos que G car G y es una cadena normal.
Si G es soluble, sea G = Go> Gy > ---> G, = 1 abeliana; se ve por induccién que GO < G;;
el caso base es trivial; como G;/Gy 1 es abeliano, G, > G > (GW) = G*Y; concluimos
que la serie derivada termina en 1. Reciprocamente si la serie derivada termina en el 1 es una
sucesién abeliana asf que un grupo es soluble sii G™ = 1 para algin n. Si G es soluble y N es
un subgrupo normal minimal entonces N es un p-grupo abeliano: tenemos N'car N y N' < G;
como N es soluble, N' #2 N, N' = 1y N es abeliano; si P # 1 es p-Sylow de N se ve que
Pcar N asi que P< G y tiene que ser P = N.

Teorema de P. Hall. Si G es soluble de orden mn con (m,n) = 1 entonces G contiene
un subgrupo de orden m, todos los de orden m son conjugados y todo subgrupo de orden
k | m estd contenido en un subgrupo de orden m. Caso 1. Hay H < G propio con n { |H].
|H| = miny, my | m,yny | n, G/H es soluble, tiene por induccién un subgrupo A/H de orden
m/my; A tiene orden mn; < mn; A tiene un subgrupo de orden m. Si B,C son subgrupos
de orden m, se ve que |HB| = |HC| = mny, HB/H,HC/C < G/H de orden m/m;, son
conjugados por induccién, TZ(HB/H)z' = HC/H con T € G/H, xBx~',C < HC de orden
m asi que por induccién son conjugados y listo. Si K > G, |K| =k | m, |HK/H| | m/m4, por
induccién hay HK/H < A/H < G/H con |A/H| = m/my, K < A con |A| = mn; < mn asi
que por inducciéon K < H < A < G con |H| =m. Caso 2. Si H <G propio entonces n | |H].
Tomamos H normal minimal, por el lema es p-grupo abeliano, de n | p" y (m,n) = 1 sale
n =p", y es el Gnico normal minimal asi que esta contenido en todo normal. Sea K/H normal
minimal de G/H; entonces H < K <G, K/H es g-grupo, |K| =p"¢° y K = HS, donde S es
g-Sylow; tenemos Z(K)car Ky Z(K)<G, luego H < Z(K) en cuyo caso S< K, luego S car K
por Sylow, S< G, H < Sy absurdo o Z(K) = 1; usamos el seguiente lema: si K = HS,
H < K abeliano, HNS =1y Z(K) = 1 entonces Nk(S) = S; entonces |H| = (K : §) =
(K : Ng(S)) = (G : Ng(S)) porque los conjugados de S en G son los conjugados de S en K
porque K es normal; entonces |Ng(S)| = m, como queremos. Ahora supongamos que B < G
de orden m; por érdenes G = BK y |BN K| = ¢*; por Sylow BN K y S son conjugados en K;
BNK<B, B< Ng(BnN K); como normalizadores de conjugados con conjugados, Ng(B N K)
y Ng(S) son conjugados pero [Nk (S)| = m, luego B y Ng(S) son conjugados. Sea D < G,
|D|=Fk|m; DNH=1,|DH| =kp", No(S)(DH) > Ng(S)H = G y |[Ng(S) N DH| = k; sea
D* = Ng(S)NDH; D = gD*g! por lo anterior en DH; luego D = gD*g' < gNg(S)g™?,
COmMo queremos.

Grupos nilpotentes I. Una cadena central ascendente es una sucesion creciente de subgrupos
normales (NN;);>o tales que Ng =1y N;1/N; < Z(G/N;); un grupo se dice nilpotente si tiene
una cadena central ascendente que llega a GG. Definimos la cadena central superior de G asi:
Zy =1, Zis1)Z; = Z(G/Z;), es decir, Ziyy = py (2(G/Z)) = {g € G | [9.G] C Z;}. Se ve
que si HcarG y o € Aut(G) entonces hay ¢ € Aut(G/H) tal que 6 o py = py o 0. Veamos
por induccién que Z; car G; el caso base es obvio; sea 0 € Aut(G), 6 € Aut(G/Z;) tal que
G o py = pz, o0, hay que ver que x € Z; 1 entonces o(r) € Z;,1, esto es, [o(z),G] < Z;, o
sea 1 = py,[o(x),G]; ahora pz[o(x), G] = pgolz,G] = 6pzlx,G] = 1. Vemos que un grupo
es nilpotente sii su cadena central superior llega a G: si (N;) llega y es central se prueba que
Z; < N; asi que la superior también. Definimos la cadena central inferior de G asi: Gg = G,
G = [GY, G]. De nuevo G car G* asi que es normal. Veamos que hay n € N tal que Z,, = G
sii G" = 1 y en ese caso G* < Z,_;. Supongamos que Z, = G y probemos que G' < Z,_;:
i = 0 es trivial; si G* < Z,_; entonces G = [G',G] < [Z,,_;,G] < Z,,_;_1. Supongamos que
G" =1y probemos que G"* < Z;; i = 0 es trivial; si [G""1,G] = G"* < Z; entonces dado
g € G""! tenemos [g, G] C Z; asf que g € Z; ;1. Definimos el indice de nilpotencia de G como
el menor n € N tal que Z,(G) =G 6 G™* = 1.



Grupos nilpotentes II. Nilpotente implica soluble porque se ve que G < G*. Si G es
nilpotente de indice n entonces todo subgrupo H < G es nilpotente de indice a lo sumo n y si
H < G entonces G/H también; lo primero porque H® < G, por induccién; lo segundo porque
(G/H)" < pu(G"), por induccién. Se ve que producto de nilpotentes da nilpotente. Si G/Z(G)
es nilpotente entonces G es nilpotente: se ve por induccién que Z;11(G)/Z(G) = Z;(G/Z(G))
asi que Z,(G/Z(G)) = G/Z(G) implica Z,,,1(G) = G. Si G es nilpotente y 1 # H <G entonces
HNZ(G) # 1: seam minimo tal que HNZ,, # 1; [HNZ,,,G| < [H,G]N[Z,G] < HNZ,—1 =1
asique 1 # HNZ,, < HNZ(G). Si H < G entonces H S N¢(H); en particular todo subgrupo
maximal es normal: sea m el minimo tal que G™ < H; ahora [G™ !, H| < [G™ ', G| =G™ < H
entonces G™ ! normaliza H y H S G™' < Ng(H). Todo p-grupo es nilpotente: vemos por
induccién que G/Z(G) es nilpotente usando que Z(G) # 1, que sale de ver la ecuacién de
clases con la accién conjugacién. Un grupo finito es nilpotente sii es isomorfo al producto de
sus subgrupos de Sylow: si P es Sylow, Ng(Ng(P)) = Ng(P), luego Ng(P) = G, P<aG y
sale. De aca sale que nilpotente es equivalente a que todo subgrupo maximal sea normal: si
P es Sylow no normal, Ng(P) S G y hay Ng(P) < M < G con M maximal; luego M <G
en contradiccién con el argumento de Frattini que dice que Ng(M) = M. Vemos que todo
p-grupo P tiene subgrupos de todos los érdenes divisores de |P| por induccién, separando el
caso abeliano, aplicando la hipdtesis inductiva sobre P/(z), x de orden p por Cauchy y luego
usando p(’;), y el caso no abeliano, aplicando la hipétesis sobre P/Z, porque Z # 1 y luego

usando pgl; entonces si G es nilpotente finito tiene subgrupos de todos los 6rdenes divisores de

|Gl.

Anillos Un semianillo es una terna (A, +,-) donde (A, +) es un monoide conmutativo, (A4, )
es un semigrupo, a(b+c) =ab+ acy (a + b)c = ac + bc; un anillo es un semianillo con (A, +)
grupo; se dice con unidad si (A, -) es monoide; conmutativo si (A, -) es conmutativo; de division
si tiene unidad y el grupo de unidades notado U(A) o A* es A\ 0; un dominio es un anillo
conmutativo con unidad; se dice dominio integro si ab = 0 implica a = 0 6 b = 0; un cuerpo
es un anillo de division conmutativo; cuerpo implica dominio integro. Un morfismo de anillos
es una funcién f : A — A’ que es morfismo con respecto a las dos operaciones. Un morfismo
es monomorfismo o inmersion si es inyectivo, epimorfismo si es epimorfismo; es isomorfismo
sii es mono y epi. El producto (categérico) de {A;}ier es [];c; Ai con la suma y el producto
coordenada a coordenada. Dado A anillo tomamos el grupo A @& Z y le damos multiplicacién
(a,m)(b,n) = (ab+na+mb, mn); tiene unidad (0,1) y a — (a,0) es una inmersién; por lo tanto
todo anillo se puede meter en un anillo con unidad. Un subanillo es un subconjunto no vacio tal
que las operaciones restringidas forman un anillo. El nicleo de un morfismo f se define como
el nicleo para la suma y se nota ker f. Un ideal de A es un subanillo I tal que r € A,a € I
implica ra,ar € I; todo nucleo es ideal; reciprocamente si I es ideal, el grupo cociente A/
tiene estructura de anillo con (a + I)(b+ I) = ab+ I, se llama anillo cociente y la proyeccién
canonica es un epimorfismo p; : A — A/I con kerp; = I. Cumple la propiedad universal: si
f A — B esmorfismo y I C ker f es ideal entonces hay f A/I — B tal que f = f o py.
Los morfismos canénicos en grupos funcionan: (B +1)/I = B/(BNI) si B es subanillo y I es
ideal; si I C J son ideales entonces (A/I)/(J/I) = R/J; si I es ideal hay una correspondencia
entre subanillos de A que contienen [ y subanillos de I que preserva inclusiones y B subanillo
de A que contiene I es ideal de A sii B/I es ideal de A/I. Definimos la caracteristica de un
anillo car A como el menor n € N tal que na = 0 para a € A (o sea nl = 0) si existe y cero si
no; si no hay divisores de cero entonces n es primo porque pgl = (p1)(¢l); si ademas es finito
resulta de division.

Ideales. Si X es un subconjunto de A definimos el ideal generado (X)) como la interseccion
de todos los ideales I que contienen X; se ve que (X) es el conjunto de todas las sumas finitas
a1x1by + - -+ + a,x,b, donde a;,b; € Ay x; € X; un ideal se dice principal si esta generado por



un solo elemento; un dominio de ideales principales (DIP) es un dominio integro en el que todos
los ideales son principales. Dados ideales I, J definimos la suma I +J ={a+b|a € I,b € J}
y el producto I.J como el generado por {ab | a € I,b € J}; tenemos IJ C I NJ. Un ideal I
es maximal si es maximal con respecto a la inclusién y I # A; Zorn da que si A es unitario
entonces existe un ideal maximal; si A es un domnio, I es maximal sii A/I es un cuerpo; un
ideal P # A es primo sii ab € P implica a € P 6 b € P; P es primo sii A/P es dominio integro;
en particular los ideales maximales son primos. Si a,b € A decimos que a | b sii hay ¢ € A
con ac = b, o sea (a) D (b); decimos que a y b son asociados si (a) = (b); si A es dominio
integro esto es equivalente a que haya una unidad ¢ con a = be. Un elemento a € A se dice
irreducible sii a = be implica que b 6 ¢ es una unidad o sea sii (a) es maximal entre los ideales
principales; a € A se dice primo sii a | be implica a | b 6 a | ¢, es decir, sii (a) es primo; en
particular todo primo es irreducible y en un DIP se cumple la reciproca. Teorema chino del
resto: sean Iy, ..., I, ideales de A tales que I; + I; = Asii # j; entonces f : A — [[i_, A/L
dado por f(a); = pr,(a) es epimorfismo asi que A/ (., I; = [[;=, A/L. En efecto, dado 7, sean
a’ € I, b € I; con af + b5 = 1 para j # 45 [[;;(a} + ) = 1 daa;+b = 1 con a; € I,
by = J1;4; b5 € iy 155 entonces si (pr,(x:)) € [[Z, A/Li, fOO2IZ, biwi) = (pr,(x:)) v f es epi.
Factorizacién. Un anillo se dice noetheriano si toda cadena ascendente de ideales I; C I, C
- se estaciona, es decir, hay n € N con I,, = I,, si m = n; es equivalente a que todo ideal sea
finitamente generado. Un dominio se dice de factorizacion sii todo elemento se escribe como
producto de irreducibles; claramente noetheriano implica de factorizacién. Un dominio se dice
de factorizacion unica (DFU) si todo elemento se escribe como producto de irreducibles de
forma tnica salvo orden y asociaciéon. Si un dominio integro es de factorizacion entonces es
DFU sii todo irreducible es primo; si todo irreducible es primo y tenemos dos factorizaciones
distintas, cancelamos los asociados, tomamos un irreducible, como es primo divide alguno de
los de la otra factorizacién y resultan asociados, absurdo; el reciproco es obvio. En particular
todo DIP es DFU. Una norma de Dedekind-Hasse es una funcién N : A — Ny tal que N(a) =0
sii @ = 0y, dados a,b € A no nulos a | b o hay ¢ € (a,b) con 0 < N(c) < N(a); si A tiene
una norma de Dedekind-Hasse entonces es DIP: si I # 0 es un ideal, sea a € I no nulo con
N(a) minimo; si b € I entonces a | b o hay ¢ € (a,b) C I con 0 < N(c¢) < N(a), absurdo;
entonces I = (a). Reciprocamente, si A es DIP, es DFU y podemos construir una norma de
Dedekind-Hasse asi: N(0) = 0, N(a) = 1 si a es unidad, N(a) = 2" si a = py...p, con p;
irreducibles. Una norma euclidea es una funcién N : A — Ny tal que N(a) =0siia =0y tal
que si a,b € A no nulos hay ¢,7 € A con a = gb+ r con N(r) < N(b); un dominio euclideo
es un dominio que tiene una norma euclidea; como toda norma euclidea es de Dedekind-Hasse,
todo dominio euclideo es DIP. Sea R = R* U {0}; u € R~ R se dice divisor universal de lado
si para todo x € R hay z € R con u | x — z; si R es dominio euclideo vemos que u € R ~\ R de
norma minima cumple; esto sirve para demostrar que un dominio no es euclideo.
Localizacién. R va a ser conmutativo. Sea @ # S C R un subconjunto multiplicativo, es
decir, tal que a,b € S = ab € S. Sea ~ una relacién en R x S dada por (r,s) ~ (r',s') sii hay
51 € S con 5118 = s17's; es de equivalencia; llamamos S™'R al conjunto de las clases, notadas
r/s; es un dominio con operaciones r/s +1'/s' = (rs' +1's)/(ss') y (a/s)(d'/s') = (aa’)/(ss')
llamado anillo de cocientes de R en S; si R es integro y 0 € S entonces S™!R es integro; si
S = R~ 0, ST'R es un cuerpo, el cuerpo de cocientes de R. El morfismo ¢g : R — S™'R
dado por r — rs/s para algin s € S manda unidades a unidades; si no hay divisores de
cero en S entonces ¢g es un monomorfismo; en particular, todo dominio integro se puede
meter en su cuerpo de cocientes. El par (SR, ¢g) cumple la propiedad universal: si T es
un dominio y f : R — T es un morfismo tal que f(S) C T entonces se puede factorizar

en R S'RLT. Ahora R tiene unidad. Si I es un ideal definimos la extension en S~'R
como S~ ={a/s|a€l,s € S} esunideal y S7'T = S'Rsii SNI # @. SiJesun
ideal de S~!R definimos la contraccion de J en R como ¢g'(J); es un ideal y I C ¢g'(S~1);



I=¢5'(J)= S = J;si Pesprimoy SNP = & entonces S~' P es primo y ¢5'(S™'P) = P;
la transformacién P — S~ P es una biyeccién entre los P € Spec R disjuntos de S'y Spec S™!'R,
donde Spec R, el espectro de R, es el conjunto de ideales primos. Si P € Spec R entonces
S = R~ P es multiplicativo y ST'R se llama localizacion de R en Py se nota Rp; si I es
ideal, S7!I se nota Ip. Hay una biyeccién entre los ideales primos de R contenidos en P y los
ideales primos de Rp dada por I — Ip; el ideal Pp es el tinico ideal maximal en Rp. Un anillo
local es un dominio con un tunico ideal maximal; las localizaciones son pues anillos locales; un
dominio D es local sii D\ D* es ideal. Si I es ideal entonces 6 : ST'R — p;(S)"}(R/I) dada
por 7/s — p;(r)/p1(s) es un epimorfismo con nicleo S™7; luego S™'R/S™'T = p;(S)~Y(R/T).
Un anillo de valuacion discreta (AVD) es un DIP local; si () es el ideal maximal todo x # 0 se
escribe como ut” con u € R* y n no depende de ¢; una valuacion discreta sobre un cuerpo K es
una funcién ¢ : K — ZU{oco} tal que ¢(0) = oo, ¢(ab) = ¢(a)+¢(b), ¢p(a+b) = min{¢p(a), ¢(b)};
el anillo {x € K | ¢(z) 2 0} es un DVR; reciprocamente un DVR R induce una vd sobre su
cuerpo de cocientes por ¢p(ut") =n (u € R*).

Radicales. Sea A un dominio. Si I es ideal definimos su radical como vI = {a € A | 3n €
N(a™ € I)}; es un ideal; un ideal I se dice radical si V1 = I; los ideales primos son radicales;
V0 se llama nilradical de A y se nota nil A; sus clementos se llaman nilpotentes. Tenemos
VIJIT =nil(A/T) y VI = p; (nil(A/I)). Tenemos /1 = Nrcpespeca P+ una inclusion es obvia;
sea a € \VI; sea S = {a" | n € N}, cerrado multiplicativamente; sea .J un ideal maximal de
ST1R que contiene a S~!I; es primo, luego hay P € Spec R con PNS = @y J = S71P; ahora
I C ¢g*(S™H) C ¢p5"'(S™'P) = P; entonces a ¢ P con I C P € Spec 4, a ¢ Nicpespeca £ Y
tenemos la otra inclusién. En particular nil A = (\pg .. 4 P- Definimos el radical de Jacobson
de A como J(A), la interseccién de todos los ideales maximales de A. Es el conjunto de los
x € A tales que para caday € A, 1 —zy € A*; si x cumple y m es maximal, A/m es cuerpo; si
xgm, hayy € Aconl—uzyem,luego 1 —xy & A*, absurdo; si x no cumple, hay y € A con
1 —ay & A% luego (1 —xy) # A, luego = & (1 — xy); entonces el lema de Zorn da un maximal
I con z ¢ I pero 1 —xy € I; si no fuera maximal en A, habrfa J con I S J G A; I C J da
1l—xyeJ; J# Adax & J; absurdo.

Polinomios Si A es unitario y G es un monoide, definimos el anillo de monoide A[G] como
las funciones o : G — A con a(x) = 0 para todo = salvo una cantidad finita con la suma
punto a punto y el producto (af)(2) = 3,,_, a(2)B(y); identificamos = con a(z) = {3575 °
ya=> ax, at =3 (a,+b)r, af =3,  abry; tenemos inmersiones G — A[G] y
A — A[G]. Si S es un conjunto definimos el anillo de polinomios sobre S como A[S] = A[N®)].
De la propiedad universal: si A, B son dominios y G’ un monoide, todos morfismos G'<5(B, -)

y A5 B se factorizan como G < A[G] 5 By A — A[G] % B con ¢ tnico, llamamos a ¢ una
evaluacion de A[G)]; en el caso de polinomios requiere una funcién S <% B. Todo polinomio
se puede escribir como una suma de monomios a[[g., ;" donde S = {z; | ¢ € I}; los a se
llaman coeficientes; el grado del monomio es ) ., 7; y el grado del polinomio es el méximo
de la suma de los grados de sus monomios y se nota deg p; un polinomio se dice homogéneo si
los grados de sus monomios son todos iguales. Si A es unitario definimos el anillo de series
formales de A como el conjunto AN con la suma punto a punto y el producto (a,)(b,) = (c,)
con ¢, = >, ;_, a;bj. Tenemos que a € Af[z]]* sii ag € A*; una implicacién es obvia; para la
otra, encontrar b con ab = ba = 1 es resolver las ecuaciones. Si k es un cuerpo, las no unidades
de k[[z]] serfan (x); entonces k[[x]] es un anillo local.

Divisién de polinomios. Si A es unitario, f, g € A[z] son no nulos y el coeficiente principal
de ¢ es una unidad entonces hay tnicos polinomos ¢, € Alz] con f = qgg+r y degr < degg;
la existencia sale por induccién en deg f ya que podemos arrancarle el término principal hasta
que deg f < degg vy es el resto; unicidad es facil. Con esto tenemos que k[z] es un dominio
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euclideo si k es un cuerpo. Ademds A[z] es DIP sii A es cuerpo: si es DIP, sea (b) = (a,z)
con a € A; de b | z sigue que b es unidad y (a,z) = Alz]; luego (a) = A y a es unidad.
Lema de Gauss: si A es un DFU y f € A[z] definimos C(f) como el divisior comin minimal
de sus coeficientes; tenemos C(fg) = C(f)C(g): suponemos wlog que C(f) = C(g) = 1,
sea p un primo que divide a C(fg); hay s,t con p | fi,g; para i < s,7 < t pero p { fs, g
D | fogsit + -+ fom1Gee1 + fsgr + fsi19e-1 + -+ + fsie90; luego p | fsg:, absurdo. Entonces
f es irreducible en A[z] sii es irreducible en F[z], donde F' es el cuerpo de cocientes de A:
si f = gh, g,h € Flx], entonces af = g1hy, a € A, g1,h € Alz]; si C(f) # 1 estd; si no,
a=C(g1)C(h1), g1 = C(g1)g2, h1 = C(h1)ha y f = g2he. Resulta que A[z] es DFU sii A es.
Criterio de Eisenstein: si P es un ideal primo, a € A[z] de grado n, a, € P, ay_1,...,a9 € P
pero ag € P? entonces a es irreducible.

Raices. Decimos que s € A% es raiz de f € A[S] sii la evaluacién de f en s es cero;
llamamos Z(f) al conjunto de raices. En A[z], ¢ es raiz sii x — ¢ | f; si A es integro entonces
f # 0 tiene a lo sumo deg f raices; iterando obtenemos que si n € Ny {A,},en, C 24 con

|Az| > deg, f, donde deg, es el maximo exponente de x, entonces hay s € [],., Az que no es

raiz; también (Schwartz-Zippel) que tiene a lo sumo | A|"~! deg p raices: sea q con p = q:z:gegop +r
y deg,r < deg, p entonces ¢ tiene al menos |A["~1(1 — dB2_B0PY 1o rafces y, para cada una,

|A]
dT;’fﬁp) no rafces de p; luego hay al menos |A|"(1— degp‘j;'legop)(l — delio‘p) 2

|A|" — |A|""! deg f no raices. Si A es DFU, F es su cuerpo de cocientes, ¢/d es raiz de a € A[z]
con med{c,d} = 1 entonces ¢ | ap y d | a,. Si A es integro, f = (x — ¢)™g y ¢ no es raiz
de g, decimos que ¢ es raiz de f con multiplicidad m. Definimos el polinomio derivado y c
tiene multiplicidad mayor a uno como raiz de f sii f(¢) = f'(¢) =0y si (f,f) = 1 en un
cuerpo entonces f no tiene raices multiples. Si A C B son cuerpos, f,g € Alz|, f irreducible,
f(c) = g(c) = 0 para ¢ € B entonces f | g, porque r = (f,g) implicar | f,r =1y af +bg =1,
que evaluando en ¢ da 0 = 1, 07 = fy f | g. Probamos usando raices que Z; = Z, i; el
teorema chino del resto da Z = Z;?l X+ X Z;gr donde n = p{" ...pe"; la proyeccién Z, — 7

hay al menos |A|(1—

tiene ntcleo el p-primario; vemos que 1+ p tiene orden p"~! para p impar asi que Zyyo es ciclico;
sin =3, (2" '+ 1)y (27! — 1) son dos subgrupos de orden 2 de Za»; luego no es ciclico, pero
5 es de orden 2" %; queda que Zyy = Zgn-2 X Zs.

Polinomios simétricos. S, actia sobre R[xi,...,,] por of = f(zo1),---,%em)); un poli-
nomio f es simétrico si of = f si 0 € S,. Los polinomios simétricos elementales son
Sk = 9 i1 conci, Tiy - - - Tiy, para k = 1,...,n; tenemos (X —x1) ... (X —,) = Soho(=1D)ks X R,
El conjunto de pol simétricos es R][s1, ..., s,| (por induccién en n y deg f: f(z1,...,2,-1,0) =
P(S1|e,=0s - - - s Sn—1|z,=0) por induccién, luego f1 = f(x1,...,2,) — p(s1,...,8,_1) es simétrico
y fi(x1, ..., 2,-1,0) =0, luego z,|f1 v sn|f1 por ser simétrico, luego f = p(s1,...,8,-1) + Snfo
con deg fo < deg f). Férmula de Newton: si pp = >0 aF, ns, = >0 (=) suip, (de
FX) =TT (X = @) = 305 (—=1)Fsp X" " obtenemos 0 = 370, f(2:) = 225 _o(—1) supu—s)-

Resultante. Si f =>",_jar X", g =, bp X, defino su resultante Res(f, g) como

Ap  Qp—1 e Qo
an ap—1 Qo
ap, Qp—1 -+ Qo
bm bm—l T bO
bm bmfl bO
bm bmfl e bO

Si C,...,Chym son las columnas, tenemos C' = (X™ 1 f Xm=2f f X"lg .. .  g)cumple
C = X" 10 + ...+ 1:Chrym, por lo que det(Cy,...,Cpim_1, C) = det(Cy, ...,Crim) =
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Res(f, g), pero se ve que el primer término es ¢ f+1¢g. Entonces si f(a) = g(a) = 0, Res(f, g) =
0.Sif=alli_ (X —tx) y g=>b][1— (X —ug), R =Res(f,g) es un polinomio en Z[a, b, t, u|;
sit; = uj, R =0, porloquet; —u; | R, luego S = a™b" [[, ;(ti —uy) | R,y S =a™[[[_, g(t:) =
(=)™ [T, f(wi); Sy R son homogéneos de grado n + m en Za;, b;], v el coef de a"by en
ambos es 1, luego son iguales. En particular si f es ménico Res(f, f/) = (—1)"(n=1/2 [Tic;(ti -
t;) = (=1)"=V2D(f), con D(f) el discriminante de f.

Base de Hilbert. Si R es Noetheriano entonces R[X] también. Sea I un ideal no fg; sea

p1 € I de grado minimo, y elegidos py, ..., p;, sea p;y1 en I~ (p1,...,p;) de grado minimo; sean
a; y d; el coef principal y el grado de p; y J = (a;);es el ideal en R; como R es noetheriano J =
(ay,...,a,); entonces a, 11 = ria;+-+ + 7y ¥ Pry1 = A1 X+ +h = Yoy r; Xdnt1=dip, 4 g
(porque di < dy < --+), con degh,degg < degpni1, vy g € I ~ (p1,...,pn) contradice que
deg pny1 es minimo. Sale que R[Xy,. .., X,] es noetheriano.

Bases de Grobmer. Sea k cuerpo, R = k[zy,...,x,]; ordenamos los monomios por orden

lexicografico; llamamos ¢(f) al mayor monomio, §(f) a ¢(f) ménico; si I es ideal, £(I) =
(0(a))acr; {9:}1 se dice una base de Gréobner de I sii I = (g;)7, y ((I) = (£(g;))i-,. Algoritmo
de division: dados f, {g:}™,, hay {g}7, y 7 con f = S0 qigi + 7, Laigi), r) < 0(f) v
ningin monomio de r es miltiplo de un ¢(g;) (vamos tomando f y restando qg; si £(g;) | (f)
o ((f) y suméndolo a r); si {g;}"_, es base de Grébner de [ esto da f = f; +r con fr € I,
ningiin monomio de r divisible por un ¢(g;), fr, v tnicos; en particular r = 0 sii f € I.
Algoritmo de Buchberger: si fi, fo € R, definimos S(fi, f2) = e(MT)fl + Z(j\/IT)fg, donde M es
mem(0(f1),6(f2)); dado I = (g;)};, si S(gi,g;) tienen resto 0 en la divisién por {g;}7,, es
una base de Grébner; si no, lo agregamos y probamos de nuevo (supongamos que el resto de
S(gi,95) es 0y que f € Iy veamos que £(f) es divisible por un ¢(g;); tomo f = >""  h;g; con
h; monomios y m = maxd(h;g;) minimo; si 0(f) < m, f = Za(higi):m hig; + Zﬁ(higi)<m h;g;,
O(D 6 (hsgiy=m Pigi) <misicifi, ... c f] sonesos hig;, con ¢; € k, f; ménicos, tenemos 3, ¢; fi =
ca(fi—fo)+(eite)(fo—fi)+- - +(ci+- - +e.) fl, pero este tltimo término es el dnico con § = m,
luego es 0, y Z(S(higi):m hig; = ZZ CliS(hz‘QuhngHl) con a; € k; ahora S(higiahi-i-lgi—i-l) =
piS(9i, gi+1) con p; monomio, S(g;,gi+1) €s Y q;g; por hipétesis con 6(g;g;) < 6(S(9i, git1)),
luego 5. g:)=m Ntigi €s suma de a;p;q;g; con 6(a;p;q;g;) < m, luego m no es minimo, absurdo, y
resulta 0(f) = m; entonces ¢( f) es divisible por un ¢(g;), listo). Decimos que {g;}?_, es una base
reducida si los g; son ménicos y el resto de dividir g; por {g;};»i es g;; es tnica (primero vemos
que los £(g;) son todos distintos y estdn determinados). Eliminacién: si G = {g;}", es base de
Grobner del ideal I entonces G N k[z;, ..., x,| es base de Grobner del ideal I Nk[x;, ..., x,]. Si
I, J son ideales, tI + (1 —t)J esideal de k[t,zy,...,x,] y INJ = (tI+ (1 —t)J)Nklxy, ..., x,].

Moédulos I Si R es un anillo, un R-mddulo a izquierda o un R-méd es un grupo abeliano g M
con una operaciéon R x M — M notada rm para r € R,m € M tal que (r + s)m = rm + sm,
(rs)m = r(sm), r(m +n) = rm +rn y si R tiene 1, Im = m; andlogamente se definen
modulos a derecha o moéd-R Mpg; un R-moédulo es lo mismo que una representacion, esto es,
un morfismo de anillos R — End(M), donde M es un grupo abeliano. Si R, .S son anillos, un
R-S-bimddulo es un grupo abeliano rMg que es un R-mdd y un méd-S tal que (rm)s = r(ms)
parar € Rom € M,s € S. Si R es conmutativo con unidad, una R-dlgebra es un R-modulo
A con estructura de anillo con unidad tal que (rm)n = r(mn) y m(rn) = r(mn) para r € R;
equivalentemente es un anillo con unidad y un morfismo f : R — A tal que Im f estd en el
centro de A. Si M y N son R-médulos, un morfismo de R-mddulos es un morfismo de grupos
f tal que f(rz) =rf(x) para r € R; el conjunto se nota Hompg(N, M) y es un grupo abeliano;
si R es conmutativo es un R-médulo y Hompg(M, M) = Endg(M) una R-algebra. Un morfismo
de R-dlgebras Ay B es un morfismo de anillos f tal que f(ra) = rf(a) para r € R.
Submodulos. Un submddulo de M es un subgrupo N tal que rn € N sir € R,n € N. Los
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7, médulos son los grupos abelianos; los submddulos son los subgrupos. Si k& es un cuerpo, los
k[x]-mo6dulos estan en biyeccion con los endomorfismos f de k-mdédulos; los k[z]-submddulos
son k-submédulos W ocon f(W) C W. Si N es submédulo de M se le puede dar estructura
de R-médulo al cociente de grupos abelianos M/N y funcionan los morfismos canénicos. Si
I es ideal se define IM = {> 4 . .am; | a; € I,m; € M} y es submédulo; M/IM es un
R/I-méd naturalmente. Un elemento m € M se dice de torsién si rm = 0 para algin r € R
no nulo; forman M.; un médulo M se dice de torsion si My, = M; se define el anulador
del submédulo N como ann(N) = {r € R | V¥n € N(rn = 0)} y el anulador del ideal I como
ann(l) = {m € M | Ya € I(am = 0)}. Teorema chino del resto: si Iy,..., I, son ideales con
I; + I; = R para i # j entonces M/((i_, I;)M = [[;_, M/I;M. Si {N,;};cr es una familia de
submédulos definimos la suma como ), ; Ny = {> 4.0 %i | i € Ni}; si X C M definimos
el R-submddulo generado por X como (X) = (\xcn submodulo V = Dozex L2, Un submédulo
es ciclico si estd generado por un elemento sii es isomorfo a R/I; finitamente generado si esté
generado por finitos sii es isomorfo a un cociente de R™. Definimos el producto de médulos
[Lic; M; y la suma directa médulos €, ; M; como el submédulo del producto cuyas secuencias
tienen finitos elementos no nulos. Si {N,}ic; es una familia de submédulos de M, decimos
que la suma ) ., N; es directa si es f: Y .., N; = @,.; N; dado por f(> .., xi) = D ./ Ti
es isomorfismo sii N; N Zjel\{i} N; = 0 para todo ¢ € I sii todo x € ), ., N; se escribe de
manera unica como ) .., x; con z; € N;; se nota @ief N;. Si R es DIP y P es el conjunto
de primos y M es de torsiéon entonces M = @pe pU,enann(p”); si es finitamente generado,
ann(M) = ([T, p) ¥ M — @], ann(p®).

Moédulos libres. Un R-médulo se dice libre en X C F' sii permite escritura tnica como
Y sex G2 sii es isomorfo @, ¢ R también notado R®X vy RX) sii cumple la propiedad uni-
versal: si M es un R-médulo y f : X — M entonces se extiende de manera tnica a un
morfismo f : F — M. Ejemplo: ZN no es libre: si tiene una base es no numerable; Z®N
como submédulo es numerable; luego esta contenido en un submoédulo generado por numer-
ables elementos de la base; luego podemos definir f : Z¥ — Z no nulo que se anule en Z®N:
ahora si a € ZY definimos b, ¢ con b;2' + ¢;3' = a; y tenemos f(a) = f(b;2") + f(c;3'); ahora
F(0:20) = f(012,...,0,27,0,...) + 27T f(BL) = 2 FLF(D); luego 2" | f(b;2%) para todo 7 > 0y
f(b;2") = 0; similarmente f(¢;3") =0, f(a) =0y f = 0, contradiccién. Ejemplo de médulo libre
sin rango tinico: sea R = Endz(ZY), ¢1, ¢ € R dados por ¢(ay,as,as,...) = (a1,as,as,...) y
¢o(ay, as,as,...) = (az, a4, ag,...) v 1,92 € R dados por ¢y (ay, as,as,...) = (a1,0,as,0,...)y
Po(ar, az,as, . ..) = (0,a1,0,as,...); se tiene ¢jih; = 1, ¢1hy = athy = 0, P11 +1bagha = 1; luego
{01, d2} es base de R como R-méd; luego R = R? vy, en general, R = R™ para n € N. Todo
modulo sobre un anillo de divisién es libre: usar que si B es independiente y x ¢ (B) entonces
BU{x} es independiente y buen orden. Si F' es un cuerpo entonces F*) = FO) sii | X| = |Y]:
expresamos los de la base mas chica en la base méas grande; en el caso finito es resolver un
sistema de ecuaciones; en el infinito por cardinalidad alguno de la base grande no lo estamos
usando, asi que lo podemos sacar. Si R es dominio sea I un ideal maximal; R =2 RY) implica
RX)/TRX) = RY)/TRY): ahora RX)/TRX) = (R/IR)X) (R/IR)X) = (R/IR)Y) y, como
R/I es un cuerpo, | X| = |Y; luego podemos definir el cardinal de una base de un médulo libre;
lo llamamos su dimension o rango.

Matrices I. Llamamos matrices a los elementos de R™*™ con R dominio. Si A € R™™ B €
R™ " definimos A - B € R™" de manera que (A- B);; = >, AyByj; es lineal en A y en
B y es asociativa. Hay un isomorfismo R™*" = Hompg(R", R™) dado por A — (v — Av); la
multiplicacion de matrices es la composicion de sus morfismos asociados. Definimos I,, € R™*"
tal que (I,);; = 0;; = [i = j] y vemos que Al,, = Asi Ae R™"y [,A=Asi Ae RV™.
Llamamos M, (R) a R"*"; es una R-algebra; definimos el grupo lineal general de orden n sobre R
notado GL,(R) como M, (R)*. Una funcién n-lineal alternada es una funcién M : (R")* — R
lineal en cada coordenada tal que M (u) = 0 si u; = u;41 paraalguni. Sii # j, M(u) = 0siu; =
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w; y M. v 0,05,..0) = =M(...,vj,...,v;,...); si 0 € S, entonces M (Vo(1), - .., Vo(n)) =
(—1)8" M (vy,...,v,) y si o : [n] = [n] no es biyectiva M(vg(1), . - -, Va(n)) = 0; sigue que si
vl = ajv; + -+ + v, entonces M(vy, ... 0)) = desn(_l)mgaala(l) Oy M (v1, ... ).

Un determinante es una funcién D n-lineal alternada con det I,, = 1; notamos |A| o det A. Lo
anterior da M(A) = D(A)M(I,), D(AB) = D(A)D(B) y que D es tnica. Construimos los
determinantes inductivamente: para n = 1, D(ay;) = a11D(1) = aq;. Para n, si lo definimos
para n — 1, hacemos corresponder a a;; el cofactor C;; cono el determinante de la matriz sin
la fila 7 y la columna j multiplicado por (—1)"7 y ponemos D(A) = a;Cy + -+ + ainCin.
Veamos que cumple las reglas: la linealidad es obvia; si dos columnas Ay y Ay son iguales, los
cofactores de las columnas que no son k o k+ 1 se anulan y a;xCix = —a;k+1)Cir41); la tercera
regla es obvia. Notar que podriamos haber hecho todo por columnas sin cambiar el resultado.
Si A e R sea adj A € RV dada por (adj A);; = Cj;; la llamamos adjunta de A. Tenemos
adj(A)A = Aadj(A) = |A|L,, por la férmula de la construccién, ya que a;1 Cj1+- - -+ainCjn, = |A]
si i = j y es igual al determinante de A con dos filas iguales, o sea cero, si i # j. Se sigue que
A € GL,(k) sii |A] € R*; la otra implicacién porque 1 = |[AA™Y = |A||A7!]. Si A € R

y B € R™™ tenemos que "gg‘ es n-lineal alternada en A asi que es |A| Igg‘ = |A||B|. Si
ar,...,an € Ry A;j = al~" entonces |A| = [I;s;(ai — a;); sale sustrayendo la k — 1-ésima fila
multiplicada por z7 a la k-ésima para k =n,n—1,...,2; factorizando cada columna por z; — x;
queda el paso inductivo. Si p = 2" +a, 12" '+ +ayx + ag entonces |z — A(p)| = p, donde
0 —Qo
10 —ay
A(p) = 1 . :
0 —Ap—2
1 —Qp—1

es la matriz acompanante de p.

Médulos finitamente generados (f.g.). Si R es conmutativo y M estd generado por {z1, ...,
zn}, I C Resideal, ¢ € Endg(M) con ¢(M) C IM entonces ¢ es raiz del polinomio |A—z1,| =
" + a, 12" + -+ + ag, donde A es la matriz de ¢ sobre {x1,...,x,} ya; € [: A€ ™™ la
matriz de endomorfismos A— @1, anula al vector (z1,...,2,) y estd en el subanillo {> ¢ .. a;¢" |
a; € R} de Endg(M) que es conmutativo; luego podemos multiplicar por la adjunta y obtenemos
|A— @I, |x; = 0; luego |A—¢1I,| = 0, como queriamos. Con I = R obtenemos Cayley-Hamilton;
si pedimos IM = M y ponemos ¢ = 1 obtenemos que x =1+ a,_1 + -+ + ag es el morfismo
cero con a; € I; luego x — 1 € I y xM = 0. Obtenemos el lema de Nakayama: si M es f.g.
y I es un ideal contenido en el radical de Jacobson, IM = M = M = 0, porque M = 0
conz—1¢€ J(R)asi que x € R* y M =z 'aM = 0; si I C J(R), N C M entonces
M=IM+ N = M =N, por [(M/N)=(IM+ N)/N y Nakayama; si R es local, m = J(R)
es maximal, M/mM es un A/m-e.v.; las imagenes de z; € M forman una base de M /mM sii z;
es un sistema de generadores minimal: si N = (x;), N+ mM =M y N = M. Si ¢ € Endg(M)
es epi, es iso: M es un R[x]-mdéd por ¢; IM = M con I = (z); luego hay p € R[z] con pM =0
y p = qr + 1; luego p(¢p) = 0, —q(¢)¢ = 1 y ¢ es mono. Si R C S son anillos conmutativos
decimos que u € S es integral sobre R si hay f € R[X] ménico con f(u) = 0; forman un anillo
(si w,v € S son integrales, R[u,v] es un R-mod fg, luego si w € R[u,v], por Cayley-Hamilton
sobre ¢(x) = wx tenemos w integral sobre R).

Matrices II. Permutacién, multiplicacion por unidades y suma de multiplos de filas y colum-
nas se logra multiplicando a izquierda y derecha, respectivamente, por matrices inversibles. Re-
sulta como consecuencia que los ideales de M, (R) son M, (I) con I ideal de R. Si R es DIP y
A € R™™ la podemos llevar a la forma PSQ), donde P, Q) € M,,(R)*, S;; =0sii#j,a; =Sy
ay | as | -+ - | an, su forma normal de Smith. (Iterosobre: =1,...,min{n,m}. En el paso i logro
que Ay; = Ajiy =0 para i’ <4, j # 7. Hay un método para poner A;; <— mcd{A4;; | j € [n]} vy
Aj; < 0 para j # i, y un método para poner A;; <— mcd{4;; | j € [m]} v A;; < 0 para j # i.

b

El primero: tomo cada j > i; sean a = Ay, b = Aj,d = (a,b),d = ax + by, 2’ = 3,9 = =5
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cambiamos las filas A; y A; por zA; +yA; y 2’ A; +y'A;; eso es multiplicar a izquierda por una

matriz inversible como acé: <§, ;’,) (‘; I) = <g:); queda A; =dy Aj;; = 0. Para las columnas

se hace algo similar. Alternando los métodos tenemos que los ideales (A;;) forman una cadena
ascendente; cuando se estaciona tenemos que A;; divide a todos los de su fila y columna; en-
tonces los podemos reducir a cero a todos sumando miltiplos de la fila/columna 4. Al final
la matriz queda diagonal. Ponemos el mcd de todo en A;; siguiendo pasos como el siguiente:
(ab) — (‘Zb) — (d‘;;) — (dds); ahora ponemos el mcd del resto en Ay, etc y queda.) Los
i-menores de una matriz son las submatrices en R*** que vienen de quitar filas y columnas; los

determinantes de los i-menores de PA y AQ) son combinacion lineal de los det. de los de A (las

filas de PA son combinacién lineal de las filas de A, luego el det del r-menor de filas {i1,...,4,}
y columnas {j1,...,jr} es D(Py1 A1 g,y T+ PinAn i}y - - -)» que por multilinealidad
alternada se expresa como combinacién lineal de D(Ay, y,..ivts- - -5 Ak, {i1,jr}), Que son det

de r-menores de A), luego sus meds son divisibles por los meds de los de A; en A = PSQ
obtenemos que los mcds de los det. de los i-menores de A, llamados 4A;, y los de S coinciden
salvo asociacion; los segundos son aj ... a;; luego a; y A;/A;_1 son asociados, por lo que la S
de la forma normal de Smith es unica salvo asociacion; los a; se llaman factores invariantes de
A.

Médulos fg sobre DIPs. Si M es libre con base {z1,...,z,} vy N es submddulo entonces
N es libre de rango a lo sumo n: por induccién asumimos que N, = N N (z1,...,x,) es
libre de dimensién a lo sumo r; ahora los a € R tales que hay = € N,,; con m,1(x) = a
forman un ideal (a,y1); si a,41 = 0, Npy1 = N, si no, sea w € N,y con m.1(w) = apyq;
se ve que N,;; = N, @ (w) y listo. Ahora sea y,..., ¥y, una base de N; hay una matriz A

con (Y1,...,Ym) = A(x1,...,2,); ponemos A = PSQ, su forma normal de Smith, y tenemos
P Y y1, .. ym) = SQ(x1, ..., 2,); Q(x1,...,7,) esuna base vy, ..., v, de My P y1, ..., Ym)
una base ajvy, ..., anU, de N con ay | -+ | a,,. Ahora sea M un moédulo f.g. de rango n; hay
un epimorfismo ¢ : L — M con L libre; lo anterior sobre ker ¢ da que es @, (a;e;) con L =
D (e)yar|--|a,asi que M = L/ker¢p = @, R/(a;). Notar que M, = @;_, R/(a;)
y M = M, & R", donde r, s son los niimeros de elementos nulos y no nulos en aq,...,a,; los

no nulos se llaman factores invariantes de M. Si factorizamos en primos, a; = p{™ ...p%t y
M=, @;:1 R/(p;”) y los p;* se llaman divisores elementales. Veamos que los factores
invariantes y los divisores elementales estan determinados salvo asociacion: si ¢ : M — N
es 180, ¢(Mior) = Nior, M/Mior = N/Nior, R = R™ y r; = ry; sea p primo; tomamos los
submdédulos p-primarios, el isomorfismo los preserva, luego son isomorfos y son ann(p*); vemos
que comparten factores elementales por induccion en k; silos de M son p, ..., p,p*, ..., p* ylos

m veces
1 Qs

de Nson p,...,p,p%,...,p%, los de pM son p™~, ... p*~!ylos de pN son p»~t ... pP~1L
——

n veces
luego s = r y o = f; por induccién; ahora M/pM = (R/(p))""*, N/pN = (R/(p))"*" y
m = n, asi que los divisores elementales coinciden; los factores elementales se arman a partir de
sus divisores elementales, asi que también coinciden. Obtenemos que si G es un grupo abeliano

finitamente generado entonces es Z" & Zy, & -+ @ Z,, con ay | --- | a, y los r,aq,...,a, estan
determinados.

Endomorfismos en un k-mod de dimension finita. Sea f € Endg(V), V un k-mod con
dimV = n, k cuerpo. V es un k[z]-mdéd de torsién con la accién que viene de exten-
der a-v = av para a € ky z-v = f(v); sea (u;) una base de V como k-mod y sea
¢ : klz]* — V dado por e; — u;; es suryectivo; sea A = (a;;) la matriz de f en (w;);
(fi = we; — 3°0_  aije;) = (xI — A)(e;) es base de ker ¢; ponemos z/ — A en su forma nor-
mal de Smith PSQ, dy | --- | d,, son sus factores invariantes, luego (g;) = Q(e;) es base de
k[z]" con (d;g;) es base de ker ¢; entonces V' = (4(g1)) @ -+ @ (¢(gn)) como k[z]-mdd; en-
tonces {zy, fz1, ..., fAN "1z 20, fon, ..., fA84 12 s una base de V como k-e.v., la
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matriz de f en esa base es A(dy) & --- & A(d,), la forma normal racional de f. Notar que
|zl — A| = d; ...d,; cuando se factoriza linealmente, los divisores elementales de I — A son
(x — \i)%, entonces V. = €D, (z;) con (x — \;)%z = 0 en k[z] asi que en k tenemos que
U {zi o, (f = Xi)% 12} es base y la matriz de f en esa base es @), J (\i, €;) donde J (A, 7)
es A

1
A

A
en k" lo que se conoce como forma de Jordan de A. Dos matrices A, B se dicen semejantes si

hay C inversible con A = CBC~!; lo que hicimos muestra que A y B son semejantes sii 2/ — A
y I — B tienen la misma forma normal de Smith sii A, B tienen la misma forma racional
canoénica.

Moédulos IT  Si f € Hompg (M, N), definimos el nicleo ker f = f~1(0), la imagen im f = f(M)
y el coniicleo coker f = N/im f. Decimos que f es monomorfismo si f es inyectiva sii ker f =0
sii para todo R-méd T' y morfismos g,h : T' — M se tiene fog = foh = g = h y ademas
sii fog=0= g=0. Decimos que f es epimorfismo si f es sobreyectiva sii coker f = 0 sii
gof=hof=g=hyademéssiigof =0= g=0. Decimos que f es seccion si existe
g con go f =id; retraccion si existe g con f o g = id. Una sucesién (M, f,) de R-médulos y
morfismos f, : M,, — M, se dice exacta en el lugar n si im f,, = ker f,,,1; se dice exacta si es
exacta en todo lugar. En el diagrama donde las filas son exactas

0 AL 2. ¢ 0
b
0 AL g o 0

si hay a y 8 que lo hacen conmutar existe un tnico v que lo completa; en ese caso si « y v son
mono (epi, iso) entonces [ también. En el diagrama

Ay Ay Az Ay As

lal LOCQ lad la4 Las
By By B; By B;
Sl aip, (vg SON MONO Y (v €S epi entonces aig €s Mono; si g, iy SON €Pi y (5 €s MoNo entonces ag

es epi; si aq, ae, au, a5 Son iso, az también. Una sucesion exacta corta es 0 — MLENST S 0;
son equivalentes que f sea una seccion, g una retracciéon y que N = M @ T: si ho f = id,
n +— (h(n),g(n)) es una biyecciéon. En ese caso decimos que la sucesién se parte, se es-
cinde o es split. Si M,M' P € A-méd y f € Homyu(M,M') definimos fF : h — fo
hy 0 M 2 M % M" s exacta sii 0— Homa(N, M) 5 Homu(N, M) 225 Homa(N, M”)
es exacta para todo N € A-mdd; esto dice que N +— Homyu(N,—) es un funtor exacto a

izquierda; similarmente N — Homy4(—, V) es exacto a derecha: M’ Iy M S M 0 es exactasii
O—)HomA(M”,N)ﬂHomA(M,N)fAHomA(M’,N) es para todo N. 0— M LM% M0

es split sii 0 — Homy4 (N, M) f—N> Hom 4 (N, M) iHomA(N, M") — 0 es exacta para todo N €
A-méd: tomamos N = M” y usamos la suryectividad de gM" para encontrar x4 € Hom(M”, M)
con go = lpmn.

Médulos proyectivos. Un R-méd P es proyectivo sii Hompg(P, —) es exacto sii para M, N €

R-méd con M % N — 0 exacta y f € Hom(P, N) hay F' € Hom(P, M) tal que



conmuta sii toda sucesién exacta 0 — L — M — P — 0 es split sii P es un sumando directo de
un R-mod libre: las dos primeras vimos que son equivalentes; dada la segunda, de M %P0
factorizamos P4 P =P A M4 P y ¢ es retraccién; P es L/M con L libre, asi que partimos
0—+M—L—>P—0;siP&M =L, M,N € Rméd con M % N —0 exacta y f € Hom(P, N),

tomamos ' : L — M con LQPQN = LE;MEHV y ponemos F = F' o, con P51
la inclusién. Si (M;);er son A-méd entonces @iel M; es proyectivo sii M; es para todo i; si
[Lic; M; es entonces M; son.

Médulos inyectivos. Un R-méd @ es inyectivo sii Hompg(—, Q) es exacto sii para L, M € R-

méd con 0— L% M exacta y f € Hom(L, Q) hay F' € Hom(M, Q) tal que
0—=L—2o M

fgy/

conmuta sii toda sucesién exacta 0 — ) — M — N — 0 se parte: partir 0 - ¢ — M — N — 0 se

hace buscando la seccion; sea ()’ inyectivo con ¢ : QQ < @Q)’; entonces ' = QP K;si0— A % B
exacta y f € Hom(L,Q), levantamos to f a F' : B - Q' y F = mo F' : B — (@ levanta.
Criterio de Baer: () es inyectivo sii para todo ideal izquierdo I de R todo g : I — () se extiende
aG:R— Q: sean L, M con 0— L — M exactay f € Hom(L,Q); ordenamos las extensiones
(F',L") con F' : I’ — @, L < L < M por inclusién y aplicamos el lema de Zorn, que da F :
M' — @ maximal; seam € M~ M', I ={r € R|rm € M'} (ideal izquierdo), g(x) = F(xm)
en I — @, G la extensién a R — Q; F' : M' + (m) — @ con F'(m' +rm) = F(m') + F(r)
extiende a F', absurdo. Si R es DIP, @) es inyectivo sii 7() = @) para todo r € R no nulo;
en ese caso se dice que @Q es de division. Si M es un Z-méd es ZUD /K ¢ QU /K, luego es
submodulo de un Z-méd inyectivo; en general si M es un R-mdéd donde R es un anillo con 1,
M < D con D un Z-méd inyectivo, M = Hompg(R, M) C Homz(R, M) C Homgz(R, D); ahora
I = Homy(R, D) es inyectivo: para levantar f : A — [ a FF: B — I ponemos f': A — D
con f'(a) = f(a)(1), levantamos a F’' : B — D y ponemos F(a)(r) = F'(ra); entonces M es
submodulo de un inyectivo.

Producto tensorial. Si Mg v gN son médulos, defino el producto tensorial M ®r N como
el grupo abeliano libre ZM>*N) cocientado por las relaciones (m + m/,n) — (m,n) — (m/,n),
(m,n+n’)—(m,n)—(m,n’) y (mr,n)—(m,rn); llamo m®n a la proyeccién p(m,n) y generan. Si

GG es un grupo abeliano, un morfismo M ® g N 2, @ viene dado por una funciéon R-balanceada f :
MxN — G viz que cumple f(m+m',n) = f(m,n)+f(m',n), f(m,n+n') = f(m,n)+f(m,n’),
f(m,n) = f(m,rn) por f = fop. Se ve que si M es S-mod, M @z N es con s(m ® n) =
(sm)®@n. Vale R@g M = M, R/I @ N = N/IN, Zy @z L = Lnm), (D;c; Mi) ®r N =
P,c;/(M;®r N), si 4Xp, gYe, aZc entonces 4 Home(X ®pY, Z) = 4 Homp(X, Home (Y, Z)) y
Homa(X ®pY, Z)c = Homp (Y, Homu (X, Z))¢, isomorfismos naturales de funtores. Se ve que
dados 4 Xp, aYp tales que para todo A-mod Z hay un isomorfismo natural Homa (X, Z)p =
Hom4 (Y, Z)p entonces X = Y con eso se ve que (M ®p N) @c P =2 M ®p (N ®¢ P).
Tenemos que M ®pr — es un funtor que manda NLN a M QR NL;M ®r N dado por
f'lm®mn) = m ® f(n); es exacto a derecha usando que Hom(—, P) es exacto a derecha,
Hom(M, —) exacto a izquierda y Hom(M, Hom(—, P)) = Hom(M ® —, P) isomorfismo natural.
Un médulo P se dice plano si M ®pg — es exacta; proyectivo implica plano (se ve para libre
RY) = P@ L y luego P). Si R es conmutativo, S multiplicativamente cerrado y M un R-mod
definimos S™'M como ST'R ®z M con M -3 S~'M por m + £ ® m; cumple la propiedad
universal si N es un R-mod tal que n — sn es automorfismo para cada s € S entonces todo
ML Nes M3 5102 N; S™'M es plano; Q no es Z-proyectivo.

Moédulos noetherianos y artinianos. Un R-mod M es noetheriano sii todo submoédulo es
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f.g. sii toda cadena ascendente de submoddulos se estaciona. Un R-mod M es finitamente co-
generado si para todos submédulos {N;}icr vale que si (),.; N; = 0 entonces hay J C [ finito
con (\;e; Ni = 0. M es artiniano sii todo cociente es ﬁmtamente cogenerado sii toda cadena
descendente de submédulos se estaciona. Si 0— N — M — N’ — 0 es exacta, M es noetheri-

ano/artiniano sii N y N’ son. Un mod M es hopfiano si todo morfismo suryectivo M 5 M es

inyectivo; cohopfiano si todo inyectivo M EN Y suryectivo; noetheriano implica hopfiano (si
f no es inyectivo ker f* & ker f** por induccién: ker f* = fl(ker ) & 7 (ker f*) =
ker f"*2) y artiniano implica cohopfiano (si f no es suryectivo, im f" 2 im fr.

Moédulos y anillos semisimples. Un R-mod M es simple si M # 0 y sus tnicos submoédulos
son 0y M; semisimple si es suma directa de submod simples, sii todo submaédulo es sumando
directo (si M = @,.;, M; y N es submod, sea J C I maximal con N N &p,., M; = 0; si
iel, Min (N @ &@,.;, M;) no es 0 porque J es maximal, luego es M;, M; estd Contenido
para todo i € I y N @ @,.; M; = M; si todo submod es sumando directo, sea €, M,
maximal con M; simples, M = @ZQM @ N;si N # 0, m € N no nulo, ann(m) C I con
I ideal izquierdo maximal, luego Rm/Im es simple, M = Im & L, Rm = RmNL & Im
y S =RmnNL = Rm/Im es submod simple; SN &,.;, M; = 0y {M;}icr no es maximal,
absurdo). Si N es submod de M semisimple, N y M/N son (si N' es N-submod, M = N'® L
yN=N&mn,(N); M/N = N con M = N & N’). Un anillo R se dice semisimple si es
semisimple como R-mod, sii todo R-mod es semisimple sii todo R-mod es proyectivo sii todo
R-mod es inyectivo sii todo ideal izquierdo de R es inyectivo (M es cociente de RM)_obviamente
semisimple; si 0+ A— B— M — 0, B semisimple, la suc se parte y M es proyectivo, etc). R
semisimple es noetheriano y artiniano a izquierda (si I ideal izquierdo, R=1&® J, I = R/J,
generado por 1+ J, y R es noetheriano; si I ; I, ; oo =L, I, = I3 @ Jy, etc,
yIh G h@J G-, abs). Si R es de division, M,(R) es semisimple, suma de los ideales
izquierdos que tienen todos ceros salvo en la i-columna; reciprocamente (Wedderburn) si R es
semisimple es [\, M,,(R;) con R; de divisién: si R = @, E* con E; simples, E; % Ej; si
i # j, R°® = Homg(R, R) = [[;_, Homg(E]", E]*) = [[_, M,,(End(E;)), los End(E;) son de
divisién, y R =[]\, M,,(End(E;)°?). Maschke: si G grupo finito, k cuerpo y |G| € k*, k[G] es
un anillo semisimple (si S es k[G]-submod, k[G] = S @& L como k-mod con 7g|s = idg, defino
¢ : k[G] — S por ¢(m) = |—Cl;| > geq 9Ts(g7im); vemos ¢(s) = s si s € Sy p(hm) = he(m) si
h € G, m € k|G|, luego es morfismo en k[G]-mod con ¢|s = idg, luego S es sumando directo).

Algebras tensoriales, simétricas y exteriores. Una R-dlgebra A se dice graduada si es
D, A, con A, A, C A,ip; un ideal graduado es un ideal I = @, (INA,); el cociente A/T
resulta naturalmente un algebra graduada. Dado M un R-méd, R dominio integro, ponemos
To(M)=M®" (To =R, Tos1 =T, QM) y T(M) =D, T.(M) resulta un dlgebra graduada,
el dlgebra tensorial de M. Los morfismos 7,(M) — N son morfismos n-lineales M" — N; si
M es libre de rango m, T,(M) es libre de rango m™; si A es R-algebra, M — A se factoriza
de manera tinica por M — T(M) — A. El ideal I de T (M) generado por los m @ n —n ® m
es graduado; defino S(M) = T(M)/I, el dlgebra simétrica de M; los morfismos S, (M) — N

son morfismos n-lineales M" % N con f(@oys oy 20,) = f(z1,...,2,) para 0 € Sy,; si M es
libre de rango m, S, (M) es libre de rango ("Jﬂsfl); si A es R-algebra conmutativa, M — A se

factoriza de manera tinica por M — S(M) — A. Elideal I de T (M) generado por los m®@m es
graduado; defino A(M) = T (M)/I, el dlgebra exterior de M; los morfismos A, (M) — N son
morfismos n-lineales M” %5 N con f(x) =0six; =, 1% j;si M es libre de rango m, A,,(M)
es libre de rango (Z‘), si A es algebra con a? = 0, M — A se factoriza por M — S(M) — A.

Homologia. Lema de la serpiente: dado el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas
en R-mod
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0 AL 9 o

. B .
hay una secuencia exacta ker a — ker b — ker ¢ = coker a — coker b — coker c. Un complejo de

cadena C* es una secuencia de morfismos - - - — C"™*1 dnty oy 0 2 00 5 tales que
dpd,+1 = 0. Un morfismo f de complejos C'* y D® son morfismos f,, : C,, — D,, con d, f, =
fn—1d,. Definimos el funtor homologia con H(C®) el complejo con H,(C) = kerd,/imd, 1 y
los d,, inducidos, y H(f) : H(C*) — H(D*®) inducido. Si 0 — A®* — B* — C* — 0 es exacta, por
el lema de la serpiente induce una secuencia exacta

co = Hy(A) = Hy(B) = Ho(C) % Hy_1(A) = Hy_1(B) = H,,_1(C) = - - —0.

Extensiones de cuerpos Sea k un cuerpo; si K es otro cuerpo y k C K se dice que K es
una extension de k y se nota K/k; se define un morfismo de extensiones K/k — L/k como un
morfismo de cuerpos K — L que fija k; se define el grado de K/k como [K : k|, la dimensién
de K como k-e.v.; si L/K, K/k son extensiones, [L : k| = [L : K|[K : k]; la extensién se dice
(in)finita si [K : k| es; si S C K, k(S) es el subcuerpo minimal de K que contiene a k U S;
a € K se dice algebraico sii [k(a) : k] < oo sii hay f € k[X] con f(a) = 0, trascendente si no;
si a es algebraico hay un polinomio m, x € k[z] ménico irreducible tinico de grado minimo, el
minimal de a, que tiene a a como raiz; K/k se dice algebraica si todo elemento es algebraico;
finita implica algebraica; si L/K y K/k son extensiones algebraicas L/k también es (si a € L,
B los coef de my i, k(a, B)/k(B) finita luego k(a, B)/k finita y a es algebraico); el conjunto
{a € K | a es algebraico} es una extensién de k porque a + b,ab,a™! € k(a,b) que es finita; si
K /k esta generada por un elemento a, se dice simple y a se dice elemento primitivo.

Cuerpo de descomposicién y clausura algebraica. Si f € k[z] es irreducible, K = k[z]/(f)
es un cuerpo, extensién de k, y a = 7(x) es una raiz de f; {1,q,...,a%8/~!} es una base de
K ast que [K : k] = deg f. Dado un morfismo o : kK — [ hay tantas maneras de extenderlo
a o : k(o) — [ como raices de o(mqayx) en l. Si {fataew C k[z], w ordinal, un cuerpo de
descomposicion de {f,} es una extensién minimal K/k donde los f,, se factorizan linealmente;
existe: vamos agregando inductivamente raices de irreducibles; unicidad salvo isomorfismo:
vamos construyendo inductivamente un isomorfismo a medida que se agregan raices. Decimos
que k es algebraicamente cerrado si todo polinomio no cte tiene una raiz; una extension k/k se
dice clausura algebraica si es algebraica y k es alg cerrado; k es un cdd de klx]: si f irreducible
en k[z], extendemos a k(a), k(a)/k alg y « raiz de pol de k[z], luego a € k; entonces existe y
es unica salvo isomorfismo.

Cuerpos finitos'. Si K/F,, es finita tiene p" elementos que son las raices de 2" — z asi que
es su cuerpo de desc. y por lo tanto es tnico salvo isomorfismo; se lo nota Fp»; notar que existe
porque el conjunto de raices de z”" — x en un cuerpo de descomposicién es un cuerpo de p”
elementos; se deduce que Fpo C Fpp sii a | b, Fpe NFpp = Fpay, FpnFpm = Fppm y Fy = U151 Fpr
en el sentido de Fn = {a € F, | o?" = a}; se ve que 2?" — z es el producto de los f € F,[z] irr
con deg f | n; Aut(Fpn /F,) = {c" | 0 < k <n} ¥ Z,, donde o : x — 2” es el automorfismo de
Frobenius.

Extensiones separables. Dada K/k algebraica defino el grado de separabilidad de K /k como
(K : k]s = |Hom(K /k, k/K)|; vale [K : k] S [K : k] y [E : k], = [E : K],[K : k],. Un elemento

Sea ay, la cantidad de polinomios ménicos de grado n en Zy[z] y by, la cantidad de irreducibles entre ellos;
tenemos a,, = p" y la identidad 1_1pz =3 50an2" =[5 (1+2"+22"+ )70 =T 5, m; cambiando

n—1

f=gpor f'/f =g'/g obtenemos 1_”pz = 2@1 % = 27@1 (me bnn> ey g = Zn\m bpn, de lo
que b, = %Zd\n N(%)pd = pTL =+ O(pn/2)'
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de o € K/k se dice separable si m,j no tiene raices miltiples (en un cdd) sii med(f, f') =1
sii cark = 0 o cark = p, f = g(XP) sii [k(a) : k]s = [k(a) : k]. Una extension alg K/k se
dice separable si todo o € K es separable sii todos los generadores son; y en el caso finito sii
[K : k| = [K : k]. Defino K, la clausura separable de K/k, como {x € K | x separable}; K,/k
es extension y vale K : k] = [K : kl,. Defino el grado de inseparabilidad de K/k como [K : kl;
dado por [K : k| = [K : k|[K : k];. Digo que K/k es puramente inseparable si los tinicos
elementos separables son los de k, sii para todo x € K hay n € N con 27" € k, sii [K : k|, =1,
sii [K : k], = [K : k]; K/K, es. Dado « € K, hay g irreducible separable con mq; = g(X?") y
k(a)s = k(a?"), [k(a) : k]s = degg, [k() : k]; = p". Digo que k es perfecto si toda extension
es separable; sii cark = 0 o car k = p y el Frobenius es epi; en particular cuerpos finitos.

Elemento primitivo. Si K/k es finita y hay finitos intermedios K/L/k o K = k(aq, as, .. .,
Q) con o, ..., an, separables entonces K = k(«a): si k es finito es obvio porque todas las
extensiones finitas son simples; si k es infinito y hay finitos subcuerpos, hay ¢ # ¢ con k(a +
cB)=k(a+dB)y (c=)B € k(a+ch), a,B estan y K = k(a+c¢f); sean f, g los minimales de
a, By oy, B las raices; encontramos c tal que a; + ¢f; # o + ¢f salvo que @ = j = 1; ponemos
vy=a+cBy g(X), f(y—cX) tienen coef en k() y tienen a  como raiz comun, pero sélo a [3;
luego su med es X — 5 asi que 5 € k(7) y listo; reciprocamente hay sélo finitas subextensiones
de k() /k algebraica: si L es, viendo grados se ve que L es el generado por los coef de M k(a)/L
que COMO M k(a)/L | Mak(a)/k hay finitos. Ej de no simple: en k(x,y)/k(2P,y”) con car k = p
y k infinito, k(x + cy) tienen grado p asi que son todos distintos e infinitos, porque si dos son
iguales serfan k(z,y) que tiene grado p?.

Extensiones normales y de Galois. Digo que K/k algebraica es normal si para todo o € K,
Mma, se factoriza linealmente en K, sii eso pasa para generadores, sii es el cdd de un conjunto
{f;} de polinomios de k[X], sii Hom(K/k,k/k) = Aut(K/k). La clausura normal de K/k
es una extensiéon FE/K normal minimal: el cdd de los minimales de los generadores; finita si
K/k es; unica salvo iso. Digo que K/k es galoisiana si es normal y separable; si es finita
sii [K @ k] = | Aut(K/k)|; lamamos Gal(K/k) = Aut(K/k) al grupo de Galois. (Artin) Si
G es un grupo finito de automorfismos de K/k entonces [K : K% < |G| (pruebo que si
a € K, degmay < |G| separable: sea {o1,...,0,} € G maximal con oiq,...,o,a distintos, y
f=T]_,(X —0ia); vale f(a) =0y f € KYX], porquesiT € G, 7f =[[_,(X — 70:a) = f,
porque 7 es inyectivo y si To;a € Z(f), agrego 7oy sea a € K con [K%(a) : K9 < |G|
méximo; si f € K, K%, 3) es separable finita, luego por primitivo K% (a, 8) = K%(v), y
por maximalidad de a, K%(y) = K%(a), y K%(a) = K). Corolario: si G es un grupo finito
de automorfismos de K/k, G = Aut(K/K®): [K : K¢ £ |G| £ |Aut(K/K%)| £ [K : KY).
Entonces K /k finita es galoisiana sii k = KA"(H/%) Si K/k es galoisiana, a € K, los oo para
o € Gal(K/k) se dicen conjugados de a 'y recorren las raices de mq . Si K/k es separable la
clausura normal se llama la clausura de Galois de K/k. Una extension K/k se dice ciclica,
abeliana, soluble si es galoisiana con grupo de Galois ciclico, abeliano, soluble.

Teorema de Galois. Sea K/k una extensién galoisiana finita y sea G = Gal(K/k); hay
una biyeccion entre las subextensiones K D L D k y los subgrupos 1 < H < G dada por
L+ Gal(K/L) y H — K% tal que: invierte inclusiones: H; < Ho sii K' D K*2; dualidad:
KUK s H N Hy y K" n KH2 « (H, U H,); los indices son los grados: (H; : Hy) =
(K2 . KM, gHo ' < oM o sea K717 = o(K") y Gal(K/oL) = 0Gal(K/L)o™"; H es
normal en G sii K# /k es normal (luego Galois), en cuyo caso Gal(K* /k) = G/H. Biyeccién:
H = Gal(K/KH) y como K/L es Galois KSI(K/L) = [ Inclusiones: H, > Hy, = K™ C
K™ = Gal(K/K™) > Gal(K/K") trivialmente; lo dltimo es H; > Hy. Dualidad: K KH2
es el menor que los incluye asi que es mayor contenido en H;y, Hy; igual lo otro. Indices:
tenfamos [K : K] = (Gal(K/K") : 1) asf que usando (H; : 1) = (H, : Hy)(Hy : 1) y
(K : KH) = [K : K™2)[KH2 . K] sale. Conjugacién: 7o = a sii (07071)(0a) = oa da
Gal(K/oL) = 0Gal(K/L)o™! y 0Gal(K/L)o™! <+ oL. Normal: si H <G como cHo ' = H
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tenemos o(K*) = K asi que podemos definir un morfismo ¢ : G — Aut(K*/k) dado por
0+ 0|km; es epi con nicleo H asi que G/H = Aut(K'/k); ahora (K)?@) = [k asi que
KH/k es Galois y G/H = Aut(K*/k); reciprocamente, si L/k es normal, 0 € G, a € L,
oo es raiz del minimal asi que estd en L, oL = L y cHo ' = H. Si K, L son extensiones
de k, K/k Galois, entonces KL/L y K/K N L son Galois y ¢ + ok es un isomorfismo
Gal(KL/L) = Gal(K/K N L): si K es el cuerpo de desc de f € k[z], KL es el cpo de desc
de f sobre L; corolario: [KL : k| = [ﬁ(ﬂ[LLk’T], si L/k es Galois, KL/k'y K N L/k son Galois y
o+ (0|k,olr) es un iso Gal(KL/k) = {(01,02) € Gal(K/k) x Gal(L/k) | o1|knr = 02|knr}-
Si H <Gy L=K" el méximo subgrupo maximal en H es N = (|, .ooHo " asi que KV, la
composicion de los cuerpos oM es la clausura de Galois.

Grupo de Galois de un polinomio. Sea f € k[x] es separable, k¢ su cpo de desc, Gy =
Gal(k¢/k), el grupo de Galois de f; f =][;_,(X — ;) en ky; los elementos de Gy permutan las
raices y estan determinados por esa permutacion; Gy se puede ver como el conjunto de las per-
mutaciones o tales que para todo P € klzy,...,z,]|, P(ay,...,a,) =0= P(oay,...,ca,) =0.
El polinomio X" —s; X" !+ 5, X" 24 ...+ (—1)"s,, sobre k(sy, ..., s,) (cuerpo de cocientes del
anillo de polinomios k[sy, . .., s,]) tiene grupo de Galois S,,: hay un isomorfismo entre el cpo de
desc y k(xy,...,x,) que manda la raiz o; a x; ya que si p € kl[zy,...,2z,] y plag,...,a,) =0,
multiplicamos por p(au,,..., Qs ), obtenemos cero de nuevo pero esta vez el polinomio es
sobre s; y es cero; ahora toda permutacion es obviamente automorfismo. Llamamos D =
[ L (i — a;)?, con o las raices de f € k[z], el discriminante de f; A =37, _(a; —a;) = VD
queda fijo por ¢ sii 0 € A,; entonces Gy C A, sii D es cuadrado (asumiendo D # 0). Teo-
rema fundamental del algebra: C es alg cerrado porque si f € C[z], C; es de Galois, R(i, f)
también; el 2-Sylow de Gal(R(i, f)/R) da una subextensién impar que es imposible asi que es
un 2-grupo, Gal(C;/C) también, luego tiene un subgrupo de indice 2 (por ser p-grupo) pero
C no tiene extensiones cuadréticas. Si p es primo, S, estd generado por 7 = (12) y ¢ un
p-ciclo: una potencia de o lo escribe como (12 ...) que renombrando es (123 ... p); ahora
(ii+1) = 0'(12)0~" generan. Si f € Q] irreducible de grado p tiene exactamente dos raices
complejas, Gy = S,: por Cauchy tiene un elemento de orden p que es un p-ciclo; conjugacion
compleja es una trasposicién; juntos generan S,. El polinomio (z2+m)(z—mny) ... (x—n, o) —%
es irreducible por 2-Eisenstein si m, n; son pares y si n es grande tiene dos raices complejas, asi
que su Galois es .S),.

Extensiones ciclotémicas. Una n-raiz primitiva de 1 es un ¢, € k de orden n en EX; existe
sii car k 1 n; k() se llama extension ciclotomica, es el cdd de X™ — 1. En Q defino el polinomio
ciclotémico ®,, = [ ogren (X — C¥), X" =1 = [Ty ®a v @n € Z[X]; vale @, = mg, g, es decir,

(n,k)=1

®,, irreducible (si @, = fg, fg € Z[X], hay que mostrar que si f({) =0, f(¢?) = 0 para todo
primo p con p { n; si no f(X) y g(XP?) tienen raiz comin y factor comin; proyecto a F, y
F(X) y g(XP) = g(X)? tienen factor comtin, pero X — 1 = f(X)g(X) es separable); entonces
[Q(¢n) : Q] = @(n). Siptn, Fp(G) : Fyr] = m el menor tal que n | p™ — 1.

Independencia de caracteres y base normal. (Dedekind) Si k es un cuerpo, G monoide y
{Xx1,--., Xm} son morfismos G — k* entonces son li sobre k, es decir, si Y ", a;x; = 0 con
a; € k entonces a; = 0: Y a;x; = 0 implica > a;xi(9)xi = 0y Y aixj(g)xi = 0 asi que
> ai(xi(g9) — x;(9))x: = 0, lo que da una combinacién con més ceros. Una base normal de
K /k galoisiana finita es una base {o« | 0 € Gal(K/k)}; siempre existe (sean {0;} = Gal(K/k);
pongo f(x) = det(o,0,(x)); sea {a;} base de K/k; f(>°1 | a;c;) es un polinomio g(ay, ..., ay)
si a; € k; ahora como los o; son independientes, los ¢; = (0;(a), ..., 0;(a;)) son indeptes en
K", y hay ai,...,a, € K con ) ,_, axo;04, = {(1) 5=l luego ZZ:1 aRo0j0; = é PN
luego g(ay,...,a,) = 1y g # 0; si k es infinito hay ay,...,a, € k con g(ay,...,a,) # 0,y
FOO0L ae) # 0, listo; si k es finito, K/k es ciclica, y Gal(K/k) estd generado por o; por
Dedekind, 1,0,...,0" ! son li, luego el minimal de ¢ es 2™ — 1 y hay a con {c'a | 0 < i < n}
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li).

Norma y traza. Sea K/k finita. Dado o € K sea G = Hom(K/k,k/k); defino la traza
Try (@) = [K 1 k]; Y, o oa y la norma NE(a) = (T], cq o) EHi; vale Try , NX : K — k, Tres
k-lineal y N : K* — k* es morfismo. Si E/K/k vale Try = Try o Tl vy NP = NK o NE. Si
K =k)y mar=X"4+a, 1 X" '+ -+ ag entonces Try (o) = —a,_1 v NE(a) = (=1)"ao.
Defino m, () = ax endormorfismo k-lineal; vale Try (o) = Trm, y NX(a) = det m,,.

Extensiones ciclicas y resolubles. (Hilbert 90) Sea K/k una extensién ciclica, con G' = (o),
|G| =n. Si 8 e K con NN(B) =1, hay @ € K con 3 = 2 (por Dedekind f = id 4 fo +
Bofo* + -+ BofB...c" 1ot no es siempre 0, luego a = f(f) # 0 cumple). Si 8 € K
con Try (B) = 0, hay @ € K con 8 = o — oa (por Dedekind hay 6 con Try (6) # 0, luego
a= %(ﬂa@#— (B+0B)d?0+---+(B+0oB8+--+0"2B)0""10) cumple). Sip=cark,pfny
hay n-raiz primitivade 1 ¢ € k, hay o € K con K = k(o) ya" € k (N(¢™') = (™')™ = 1, luego
hay a € K con oo = (o, o' son distintos (0 £ i < n) luego [k(a) : k] =n, K = k(a)y o™ € k).
(Artin-Schreier) Sin = cark, hay « € K con K = k(o) y o? —a € k (Tr(—=1) =0daa € K
con oo = o+ 1, luego o' son distintos (0 S i < n)y [k(a): k] =p, K =k(a) y o? —a € k).
Una extension finita separable K /k se dice soluble si su clausura galoisiana F'/k tiene Gal(F/k)
soluble; se dice resoluble (por radicales) si hay una cadena k = K; C Ky C -+ C K,,, = K con
K1 = K;la], con a n-raiz primitiva de 1, o™ € K; (cark tn) o o’ — a € K; (p = cark); son
equivalentes.

Extensiones abelianas de exponente m. Si K/k abeliana finita con 0 € G = o™ = 1,
y k con una m-raiz primitiva de 1, G = G; @ --- & G, con G; = (0;) con |o;| = my; llamo
X = Hom(G, k*); definimos x; € X por x;(0;) = € con ¢ una m;-raiz y x;(o;) = 1 si i # j;
esto define un isomorfismo G — X. Sea B = K™ Nk*; K = k(BY™); hay un morfismo B — X
dado por b — (o + =) con o™ = b; el nicleo es k*™; es suryectiva, porque si x € X, hay
a = _cax(o)o(@) # 0, luego x(0) = = y o™ € k™. Entonces G = X = B/E*™. La
funcién B +— k(Bl/ ) es una biyeccién entre subgrupos de k* que contienen a k*™ con indice
finito y extensiones abelianas finitas de k de exponente m (inyectiva: si k(Bll/ ™) = k(le/ ™,

, . _ (Ba(o):k*™) _ [R(BY™ WMk
sea b € By; tengo (By(b) : By) = (égzkw) = U;B;/m):k] =1ybe By).

Bases de trascendencia. Dado K/k, decimos que S C K es algebraicamente independiente
si dado D pnito @ [ [,es @ = 0 con ay € k'y a; = 0 salvo finitos vale a; = 0 para todo J.
Una base de trascendencia es un conjunto S alg indep maximal (existen por Zorn); K/k(S) es
algebraico. Si S es una base finita, toda base es finita y del mismo cardinal: si {z1,...,z,} es
base y {wy, ..., w,} es parte de otra, W, con n < m, tenemos f(wy,x1,...,2,) = 0, luego hay
un x; (renombrando) con x; € k(wq,xs,...,2,); siguendo resulta que K es algebraica sobre
k(ws,...,w,) porlo que |W| =1S].

Geometria algebraica Sea k un cuerpo. Un conjunto algebraico es un conjunto S = V(I) =
{z € k" | Vf € I.f(x) = 0}, donde I es un ideal de k[xy,...,z,]; interseccién arbitraria de
algebraicos es algebraico y V/(I) U V(J) = V(IJ). Defino el ideal Z(S) = {f € k[zy,...,z,] |
Vo € S.f(z) = 0}. (Zariski) Si K/k es extension de cuerpos con K = k[vy, ..., v,| entonces K/k
es algebraica (induccién en n; n = 1 es obvio; supongamos que k(v;)/k no es algebraico; K /k(v)
es alg por induccién, luego hay a € k[vy], a # 0, con av; integral sobre k[vq] (1 =i < n); seac €
k[v1] con (c,a) = 1; hay N con a”¢™! integral; luego a’¥c™! € k[vy], absurdo). (Nullstellensatz
débil) Si k es alg cerrado y I es un ideal con V(I) = @ entonces 1 € I (tomamos / maximal;
K = k[x1,...,2,]/I es un cuerpo; por lo anterior K /k es algebraico, luego K = k, u; = p;(z;) €
k, (i —w;) =Iy (uy,...,u,) € I, absurdo). (Nullstellensatz) Si k alg cerrado, Z(V(I)) = /I
(sea I = (f1,...,fu) vy g € Z(V(I)); pongo J = (f1,..., fu,Znr19 — 1); V(J) = @, luego
1= ai(@, ..oy Tog1) fi+b(@ns19—1); pongo 41 = é, multiplico por ¢g" y obtengo ¢" € I,
listo). Hay pues una biyeccién entre ideales radicales de k[zy,...,x,] y conjuntos algebraicos
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que invierte inclusiones; hay también una biyeccion entre ideales maximales y puntos.
Componentes irreducibles. Un conjunto algebraico V' C k™ se dice irreducible si no hay
conj alg V1, V5 distintos de V con V. = Vj UV, sii Z(V) es primo (si no es primo, fg € I
pero f,g & I, luego V.= (V(f)NV)U (V(g) N V); si V es reducible, como V; # V', hay
fi € Z(V;) con f; € Z(V), pero fifa € Z(V)). Si V es algebraico se descompone como unién
finita de irreducibles | J;_, Vi con V; ¢ V; de manera tnica (el conjunto de los Z(V') donde V
no se descompone asi tiene un maximal Z(V') porque k[zy,...,x,] es noetheriano; luego V no
es irreducible, V. = V3 U Vy, V4, Vo # V, absurdo; si Ui, Vi = U", Wi, V; = U2 (V; N V),
Vi C Wi, ademéas W, C Vi y V; =W,). Sif = fi*... fim es la descomposicién en irreducibles de
[ € k[zy,...,x,] entonces V(f) = /-, V(fi) es la desc en irreducibles y Z(V(f)) = (fi-.. fm).
En £? los conjuntos algebraicos irreducibles son &, k2, puntos y V(f) con f € k[x,y| irreducible
(si f,g € Z(V) son irreducibles y distintos, en k(z)[y| son irreducibles y coprimos, luego hay
a,b,c € k[z] con af + bg = ¢, luego = puede tomar finitos valores; igualmente y y V' es finito, o
sea un punto o @; si Z(V) # & hay f irreducible y Z(V) = (f); si Z(V) = @, V = k?).
Variedades afines. Llamamos variedad afin a un conjunto algebraico irreducible de k™. Si,
V C k™, W C k™ son variedades, un morfismo es una funcién ¢(t) = (fi(t), ..., fm(t)) con f; €
klxy,...,z,) tal que ¢(V) C W. El anillo de coordenadas de V es I'(V) = k[xy, ..., z,|/Z(V);
hay una biyeccién entre morfismos ¢ : V. — W y morfismos de anillos ¢ : D(W) — D(V)
dada por ¢ — ¢(f) = fo¢ (dada o : T(W) — T'(V) elijo fi € k[xy,...,2,] con a(T;) = f v
o(t) = (fi(t:)) es morfismo con ¢ = «). Dada una variedad V y p € V defino el anillo local

de V en p como la localizacion O, (V) de I'(V) en el ideal maximal m, = {f | f(p) = 0}; hay

una evaluacién ev : O,(V) — k dada por ev(L) = I®). 6] ideal maximal de O,(V) es pues

g 9(p)’
m, = kerev = (71,...,7,); Op(V) es noetheriano; m, es principal sii O,(V') es DVR. Si I es
un ideal de k[z1,...,2,), k es alg cerrado, V(I) = {p1,...,pm} y llamo O,, = O,, (k™) entonces

Ko, 20 /T2 I, 0, /10, (.).
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